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PREMIERE PARTIE. 



INTRODUCTION. 

Leibnilz est arrivé à sa méthode infinitésimale par la réso- 
lution du problème des tangentes, c'est-à-dire par la détermi- 
nation analytique de la tangente à une courbe quelconque, en 
déduisant Téquation de lA tangente de celle de la sécante 
menée par deux points de la courbe. 

Le coefficient angulaire de la sécante étant donné par le 

k 
rapport - des différences des coordonnées des deux points, il 

suffit de faire h = 0, dans Texpression de ce rapport, pour que 

le coefficient de la sécante devienne celui de la tangente. Mais 

k 

alors le rapport — se réduisant à— , présente une valeur indé- 

h 

terminée pour le coefficient de la tangente, dont la direction 

est pourtant complètement déterminée. C'est ce qui fait dire 

que l'expression ~ est une forme illusoire et dénuée de sens. 

Ainsi, d'une part il est évident que la sécante ne devient tan- 
gente qu'au moment où les deux points coïncident et que, par 
conséquent, les différences h et A: de leurs coordonnées deve- 
nant absolument nulles, leur rapport se réduit à — .D'autre 
part, on se trouve dans l'impossibilité de tirer de l'expres- 
sion -- le coefficient d'une tangente complètement déterminée. 

C'est pour l'explication de cette difficulté que Leibnitz renon- 
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çanl à faire /i = 0, a imaginé d'en faire un infiniment petit, 

k 
persuadé qu'alors la valeur du rapport •- différerait infiniment 

peu du coefficient de la tangente, et seulement par des termes 
qui s'annulent avec /i. Or, pour se débarrasser ensuite de ces 
termes sans y faire h = 0, il prête aux infiniment petits la 
propriété de s'évanouir ou de disparaître devant une quantité 
finie, et c'est cette propriété qui constitue le principe leib- 
nitzien. 

a Plusieurs géomètres, dit Carnot, ont cru le principe faux 
1 et capable d'induire en erreur; mais ils ont été accablés par 
» la multitude des prodiges et par l'éclat des vérités qui sor- 
» talent en foule de ce principe. » 

C'est ici qu'il importe de distinguer, car c'est de la pompe 
que l'eau sort claire et abondante, et non du principe de 
l'horreur du vide ; de môme, c'est de la méthode de Leibnitz, 
et non de son principe, que les prodiges sortent en foule. Et si 
le vide répugne à la nature, le principe leibnitzien ne répugne 
pas moins à la raison. 

Quoi qu'il en soit, les géomètres croyant, comme Carnot, que 
c'est du principe que les prodiges sortent en foule, se sont 
efforcés de le démontrer malgré son évidente absurdité, et 
leurs efforts ont abouti à cette étrange conclusion : 

« On a non-seulement le droit, mais encore le devoir de 
» négliger l'infiniment petit dans les relations, afin de rétablir 
» la réalité des choses. » 

Je comprendrais mieux que négliger l'infiniment petit est un 
moyen d'altérer plutôt que de rétablir la réalité des choses. 

C'est d'abord l'illustre Fontenelle qui vient démontrer le 
fameux principe, auquel il donne un énoncé plus général, 
qu'il appelle le plus grand et le plus fécond de tous les prin- 
cipes du calcul de l'infini. 

D'après son énoncé, ce n'est pas seulement les infiniment 

petits qu'on a le droit et le devoir de négliger, mais aussi le^^ 

quantités finies devant une quantité infinie, et même les 

infinis de tout ordre devant un autre d'ordre supérieur. 

a Le grand principe », dit-il, « et le plus fécond du calcul de 
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» linfini, est de faire disparaître toutes les grandeurs d'ordres 
» inférieurs devant celles qui sont d'un ordre supérieur. » 

a II ne fautpas croire », ajoute-t-il, t qu'on passe à la nouvelle 
» géométrie une sorte de licence. Au contraire, l'exactitude 
» demande que les grandeurs qu on néglige dans le calcul de 
» l'infini soient négligées comme elles le sont. » 

J'aurais plutôt cru que l'exactitude demande que l'on ne 
commette aucune inexactitude, pas môme celle de négliger 
une quantité infiniment petite. 

C'est donc une proposition contraire au sens commun que 
Fontenelle va démontrer dans sa géométrie de l'infini, et il 
faut voir ce que vaut, au juste, la démonstration. 

Il prend un triangle rectangle isocèle, dont les côtés sont 
supposés infinis, et il désigne parn chacun des côtés de l'angle 
droit, en sorte que l'aire du triangle se trouve représentée 

par — » d'après la géométrie élémentaire. Mais pour trouver 

ù 

l'application de son grand principe, il décompose le triangle 
donné en une infinité de parties, dont il calcule la somme. 
L'expr ession de cette somme, compliquée à dessein, se rédui- 

rait évidemment à -— , s'il y supprimait les termes qui se 

détruisent. On comprend qu'il se garde bien d'opérer cette 
réduction, qui ferait rater sa démonstration. Au lieu de cela, 
il s'en va chercher les quantités finies, qu'il néglige devant le 
nombre n supposé infini, et de môme les infinis du premier 
ordre, qu'il néglige devant ceux du second; en sorte qu'après 
l'application de son grand principe, il ne lui reste plus 

que -^ » et il en conclut que le grand principe se trouve 

démontré, puisque son application a conduit à un résultat 
reconnu exact par la géométrie élémentaire. 

Il n'est pas difficile de découvrir le truc, car on comprend 
que la somme des termes négligés est identiquement nulle, et 
qu'en définitive on n'a négligé que zéro. 

Au moyen du même truc, je démontrerais qu'on a le droit 
et le devoir de négliger les nombres impairs devant les nom- 



6 l'analyse infinitésimale 

bres pairs; car il me suffirait de choisir les nombres impairs de 
manière que leur somme algébrique fût identiquement nulle. 

Dans son rapport à l'Académie sur la géométrie de l'infini 
de Fontenelle, Réaumur la déclare remplie de spéculations 
sublimes. La démonstration que je viens de résumer peut en 
être considérée comme le plus bel échantillon. 

La fausseté du grand principe n'est pourtant pas difficile à 
mettre en évidence. 

Par exemple, si pour trouver la limite de la fonction 

m'x^ + 6.V — 7 — \x^ — 15.x2 _ 2.V + 9, 

j*y applique le grand principe « en faisant disparaître toutes les 
» grandeurs d'ordres inférieurs devant celles qui sont d'un 

ordre supérieur », la fonction se réduit à \x^ — \/là =x — .\% 
ou à zéro; tandis que sa vraie limite est 8. 

Matgré l'évidente absurdité du grand principe, il a été admis, 
môme comme évident, par un grand nombre de savants, et en 
particulier par le Grand Arnauld et le non moins grand Auguste 
Comte, qui l'ont invoqué pour démontrer le théorème sur la 
somme des angles d'un triangle, et par suite le poslulatum 
d'Euclide, les deux propositions étant considérées comme 
équivalentes par la plupart des géomètres. 

« C'est », dit Arnauld, « un principe évident que deux infinis 
» sont égaux lorsqu'ils ne diffèrent enlre eux que d'une quan- 
» tité finie. » 

En supposant x infini, les deux quantités 2.v et 2.\: + 29 sont 
deux infinis qui ne diffèrent enlre eux que d'une quantité 
finie. Or il est évident pour moi qu'ils ne sont pas égaux, 
puisque leur différence est 29. 

Auguste Comte va encore plus loin, en demandant qu'on 
place au début môme de la géométrie le grand principe, dont 
se déduirait le postulatum d'Euclide. 

« Cette dernière considération », dit-il, « offre logiquement 
» l'avantage d'introduire, dès le début de la géométrie abs- 
» traite, le principe essentiel de la méthode infinitésimale, la 
» faculté de substitution mutuelle entre des grandeurs quel- 
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» conques dont la différence est infiniment petite envers 
» elles. » 

Si Ton use de cette faculté dans l'exemple x . en 

2 + 1 

X 

i 

substituant le nombre 2 au dénominateur 2 -j — » qui en dif- 

fère d'un infiniment petit pour x infini, on obtient x — x ou zéro ; 

2.V l 

tandis que la limite de la fonction x '—- est -, et non 

2 + - 

X 

zéro. 

Le marquis de l'Hôpital, au lieu de chercher à démontrer le 
principe leibnitzien, demande qu'on l'admette à titre de pos- 
tulatum. « On demande », dit-il, « qu'on puisse prendre indiffé- 
» remm.entTune pour l'autre deux quantités qui ne diffèrent 
» entre elles que d'une quantité infiniment petite. » 

Lagrange, ne pouvant admettre à aucun titre que Ton néglige 
sans erreur les quantités môme infiniment petites, pensa que 
Terreur que l'on commet en les négligeant se trouve détruite 
ou compensée par quelque autre erreur qui s'est glissée dans 
le calcul. Voici, du resle, son explication : 

« Il me semble », dit-il, « quecommedanslecalcul différentiel, 
» tel qu'on l'emploie, on considère et on calcule, en effet, les 
» quantités infiniment petites ou supposées infiniment petites 
y> elles-mêmes, la véritable métaphysique de ce calcul consiste 
» en ce que l'erreur résultant de cette fausse supposition est 
» redressée ou compensée par celle qui naît des procédés 
» mômes du calcul, suivant lesquels on ne retient dans la dif- 
» férentiation que les quantités infiniment petites du môme 
» ordre. Par exemple, en regardant une courbe comme un 
» polygone d'un nombre infini de côtés, chacun infiniment 
» petit, et dont le prolongement est la tangente de la courbe, 
» il est clair que l'on fait une supposition erronée ; mais l'er- 
» reur se trouve corrigée dans le calcul par l'omission qu'on y 
» fait des quantités infiniment petites. C'est ce qu'on peut 
» faire voir aisément dans des exemples, mais ce dont il serait 
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• peut-être difficile de donner une démonstration générale. » 

Carnot, reproduisant ce passage de Lagrange, et se disant 
l'inventeur du principe de la compensation des erreurs, 
ajoute : 

f Qu'il soit difficile ou non d'en donner une démonstration 
» générale, la vraie métaphysique de l'analyse infinitésimale 
» n'en est pas moins le principe des compensations d'erreurs, 
n et je crois au surplus qu'il ne manque rien ni à l'exactitude 
» ni à la généralité de la démonstration que j ai donnée. » 

La démonstration qu'il a donnée vaut tout juste celle de 
Fontenelle, avec cette différence que dans celle de Fontenelle 
c'est la somme des termes négligés qui est identiquement 
nulle; tandis que dans celle de Carnot les erreurs qui sont 
censées se compenser sont nulles séparément. Alors on com- 
prend que des erreurs absolument nulles se compensent néces- 
sairement, très exactement et comme par enchantement. 

La première des erreurs qui doivent se compenser consiste 
à regarder le cercle comme un polygone dont les côtés sont 
très petits, et la sécante menée par deux points très rappro- 
chés comme la vraie tangente au cercle. Cette erreur, il la 
commet tout exprès pour se procurer des erreurs à compenser; 
car enfin rien n'oblige à regarder une courbe comme un poly- 
gone, ni sa sécante comme une tangente. Quoi qu'il en soit, 
cette première erreur reste dans son esprit et ne pa^se pas 
dans son calcul, puisqu'il l'effectue sur les équations du cercle 
et de la sécante, et non sur celles du polygone et de sa tangente. 

De cette manière il obtient Fégaliié TP = ^(^^^ + ^^) 

dans laquelle h eik désignent les différences des coordonnées 
des deux points où la sécante coupe le cercle. 

li(9,y 4- k] 

L'expression - — -—^^ — —r , q"i donne la longueur de la 

ligne désignée par ÏP, est exacte pour toutes les valeurs, 
grandes ou petites, des différences h et k. Si l'on y suppose 
nulles ces différences, la sécante devient tangente, et la 



droite TP sa sous-tangente. On a alors TP = 



y2 : 



a — X 
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Mais, afin de se procurer encore une erreur à compenser, 
Garnot ne suppose pas nulles les différences h ei k; il les sup- 
pose très petites, et c'est en les négligeant qu'il commet sa 
seconde erreur, qui, dans son esprit, vient compenser la pre- 
mière; et pour prouver que les deux erreurs se sont bien 
compensées, il démontre, par la géométrie élémentaire, que 

réquation TP = , qui lui a donné la longueur de la 

sous-tangente, est parfaitement exacte. 

Croyant donc, comme il le dit, qu*il ne manque rien ni à 
Texactilude, ni à la généralité de sa démonstration, il conclut 
en disant : « Il faut, par conséquent, de toute nécessité que 
» les erreurs se soient compensées mutuellement; » et il 
ajoute : « Voilà donc le fait des erreurs compensées bien acquis 
» et bien prouvé. • 

Comme je Tai montré, la première erreur qu'il commet en 
regardant le cercle comme un polygone, ne passe pas dans 
son calcul, puisqu'il opère sur l'équation du cercle, et non sur 
celle du polygone. De môme il ne commet aucune erreur en 
négligeant les différences h et A, puisqu'elles sont devenues 
absolument nulles lorsque la droite TP est devenue la sous- 
tangente. On comprend alors que deux erreurs absolument 
nulles se compensent nécessairement et très exactement. 

Auguste Comte, qui a déjà admis comme évident le grand 
principe de Fontenelle, admet de même celui de Carnot; et 
non seulement il Tadmet, mais il en fait un pompeux éloge en 
ces termes : 

• 11 était d'une importance réelle d'établir directement et 
» d'une manière générale la rationnalité nécessaire de la 
» méthode infinitésimale. Après diverses tentatives plus ou 
» moins imparfaites pour y parvenir, les travaux philoso- 
» phiques de Lagrange ayant fortement reporté, vers la fin du 
» siècle dernier, l'attention des géomètres sur la théorie géné- 
» raie de l'analyse infinitésimale, un géomètre très recomman- 
» dable, Carnot, présenta enfin la véritable explication logique 
» directe de la méthode de Leibnitz, en la montrant comme 
» fondée sur le principe de la compensation nécessaire des 
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» erreurs; ce qui est vraisemblablement, en effef, la manifes- 
» tation précise et lumineuse de ce que Leibnitz avait vague- 
» ment et confusément aperçu en concevant les bases ralion- 
» nelles de son analyse. Carnot a rendu ainsi à la science un 
» service essentiel et dont l'importance ne semble pas encore 
» suffisamment appréciée, quoique tout cet échafaudage logique 
» de la méthode infinitésimale proprement dite ne soit suscep- 
» tible très vraisemblablement que d'une existence provisoire, 
» en tant que radicalement vicieux par sa nature. » 

Par l'échafaudage logique radicalement vicieux par sa nature, 
et qui n'est susceptible que d'une existence provisoire, il faut 
entendre tout le système des infiniment petits avec les pro- 
priétés qu'on leur attribue. 

Après avoir expliqué, comme Lagrange et Carnot, le prin- 
cipe de la compensation des erreurs, Auguste Comte ajoute : 

a Quand on considère en elle-même et sous le rapport 
» logique la conception de Leibnitz, on ne peut s'empêcher 
» de reconnaître avec Lagrange qu'elle est radicalement 
» vicieuse. » 

Ce qui est radicalement vicieux dans la conception de Leib- 
nitz, ce n'est pas sa méthode, mais son explication au moyen 
des infiniment petits. 

Faute de savoir distinguer l'une de l'autre, Lagrange a rejeté 
la méthode avec les infiniment petits, pour y substituer une 
autre méthode fondée sur le développement des fonctions en 
séries infinies. Mais cette nouvelle méthode, qui pour la pra- 
tique est fort inférieure à celle de Leibnitz, ne présente pas 
moins de difficultés théoriques, d'après l'opinion de Cauchy, 
qui l'exprime en ces termes : 

€ Les difficultés que l'on rencontre quand on veut déduire 
» la notion des dérivées de la considération d'une série com- 
» posée d'un nombre infini de termes, se trouvent à peine 
» dissimulées par toutes les ressources qu'a développées le 
» génie de Lagrange, dans les premiers chapitres de la Théorie 
D des fonctions analytiques. » 

Depuis Lagrange et Cauchy, Duhamel a fait école, et il a 
remplacé le principe leibnilzien par deux théorèmes destinés à 
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servir de base, le premier au calcul différentiel, et le second au 
calcul intégral. Ces deux théorèmes ont été généralement 
adoptés par les auteurs qui sont venus après Duhamel. En 
voici les énoncés : 

« Premier THÉORÈME. — La limite du rapport de deux quan- 
» tités infiniment petites n'est pas changée quand on remplace 
» ces quantités par d'autres qui ne leur sont pas égales, mais 
» dont les rapports avec elles ont respectivement pour limites 
» Tunité. x> 

» Deuxième théorème. — La limite de la somme de quan- 
» tités infiniment petites dont le nombre augmente indéfini- 
» ment, n'est pas changée quand on remplace ces quantités par 
» d'autres dont les rapports avec elles ont respectivement 
» pour limites l'unité. » 

Après avoir démontré ces deux théorèmes, Duhamel ajoute : 

« Le grand avantage que l'on retire de ces théorèmes con- 
» sisle en ce qu'ils permettent souvent de négliger, dans les 
» quantités infiniment petites, la partie qui en rend la compa- 
» raison et le calcul difficiles. » 

Comme il n'y est question que de limites de rapports et de 
sommes d'infiniment petits, il faudrait d'abord savoir au juste 
ce qu'on doit entendre par limite et par infiniment petits. 

Duhamel donne la définition exacte de la limite en disant : 

« On appelle limite d'une variable une quantité fixe dont 
» elle approche indéfiniment, sans que leur différence puisse 
» se réduire jamais rigoureusement à zéro. » 

il dit ensuite : 

a Toule variable qui a pour limite zéro se nomme un infini-. 
» ment petit. » 

Après avoir donné cette définition, il ajoute : 

a Les infiniment petits que l'on considère presque unique- 
» ment sont les accroissements des variables indépendantes 
» et des fonctions de ces variables. » 

En tout cela Duhamel est d'accord avec la plupart des 
auteurs, qui définissent Tinfiniment petit en disant que « c'est 
» une variable qui peut approcher de plus en plus de zéro, 
» sans pouvoir être rigoureusement nulle. » 
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Or, si raccroissement h de la variable x est un infiniment 
petit qui a pour limite zéro, il faudrait dire ce qui empêche de 
le faire nul quand on veut. 

Duhamel dit lui-môme que, « sur certains points Tcnseigne- 
» ment manque au moins de précision, et quelquefois peut- 
» être de franchise. » 

En effet, comme il est de toute évidence que l'accroissement 
h dex peut devenir nul quand on veut, si, par une fausse défi- 
nition, on prétend l'empêcher de devenir nul, c'est de peur de 

tomber sur l'expression -, qui embarrasse, et que pour cela 

on qualifie de forme illusoire et dénuée de sens. 

Les accroissements des variables pouvant devenir nuls 
quand on veut, ils n'ont pas de limites, ni leurs rapports, qui 

se réduisent à -. Cela suffit pour faire comprendre ce que 

valent les deux théorèmes de Duhamel ; et pour ne parler que 
du second, il me suffit de dire qu'on n'en fera jamais une seule 
application. 

1 

Quand on suppose x infini, la variable 7/ = - est un infini- 

ment petit qui a réellement pour limite zéro, parce qu'il ne 
peut pas devenir rigoureusement nul, môme pour x infini. On 

1 

voit de même que 4 est une limite que la variable y = 4 -| — 

ne peut atteindre. 

Il résulte de la définition môme de la limite d'une variable, 
que celle-ci ne peut avoir de limite qu'autant qu'elle est fonc- 
tion d'une autre variable supposée infinie. 

En efi*et, pour toute valeur donnée à x dans l'équation 
yz=zf(x),i\ en résultera pour y une valeur correspondante, qui 
n'est pas une limite, puisqu'elle est atteinte. Mais si Ton sup- 
pose X infini, il n'est pas possible de remplacer cette variable 
par un nombre infini, pour avoir la valeur correspondante de y. 
Alors, quand x croît indéfiniment, la valeur de y peut croître 
aussi indéfiniment, comme dans l'exemple y = x^ — 5.x: + 3, 



,iàM 
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OU s'approcher iiidéfiniment d'une limite qui ne peut être 
atteinte, comme dans l'exemple v= "^ . 

A, Y -4— 7 K 

En mettant la fonction , ^ sous la forme 4 — , on 

►^ + 3 X + 3 

voit qu'elle se compose de sa limite 4, et d'un infiniment petit 

— o 

^ . g qui a pour limite zéro. 

Si donc la variable y = f(x) a une limite A, ce ne peut être 
que pour une valeur infinie supposée à .r; et si l'on fait 
f{x) = A + çfx), la fonction ç(.t) a pour limite zéro, en sorte 
que la droite y = A est une asymptote de la courbe y=f{x). 

Par exemple, on a identiquement x — = i ^ 



X 

1 

La fonction — — • ayant pour limite zéro, la limite de la fonc- 

^ -r 1 

tion X ^- — -est 1, et la droite y = 1 est une asymptote de 

X ' 

X 

la courbe y = x 



1+1 

X 



En mettant l'équation y = x — - sous la forme 

i +- 

X 

i 

•^ = — 1 7, on voit de même que — 1 est une limite 

2/ — i 

que la variable x ne peut atteindre, et que par suite la droite 
X = — 1 est l'autre asymptote de Thyperboïe. 

Soit maintenant f[x) = ax -]- b -\- ç(x), où Ton suppose en- 
core que (p(a) a pour limite zéro. 

. La quantité ax -\- b n'est pas la limite de t{x), en ce sens 
que ce n'est pas une quantité fixe. Mais leur différence ç(ac) 
ayant pour limite zéro, la valeur de ax -{- b converge indéfini- 
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meut vers celle de f{x), sans pouvoir l'atteindre, et pour cette 
raison ax + b est le convergent de f[x). 

Par suite, la droite y = ax + b est une asymptote de la 
courbe y =^ f(x]. 

De môme, si Ton a f[x) = ax^ + bx+ c + ç(a'), le conver- 
gent de f{x) est ax^ + bx + c, et l'équation y= ax^ + ^^ + c 
représente une asymptote parabolique de la courbe y = f{x). 

D'après cette théorie des limites, la seule exacte, il est évi- 
dent que les accroissements des variables n'ont pas pour 
limite zéro, puisque rien n'empêche de leur donner cette 
valeur quand on veut. 

Dès que Ton comprend que le principe leibnitzien est radi- 
calement vicieux, selon Texpression d'Auguste Comte, il est 
clair que sa démonstration, sous quelque forme qu'on la pré- 
sente, ne peut être qu'illusoire, comme celles de Fontenelle, de 
Garnot et de Duhamel. Or, de même que sans changer le 
mécanisme de la pompe, on a pu en rectifler la théorie, en 
remplaçant le principe de l'horreur du vide par la pression 
atmosphérique, je veux, sans changer le mécanisme de la 
méthode de Leibnitz,ni ses notations, en présenter une théorie 
simple et rigoureuse, sans l'emploi des inûniment petits, ni 
des limites de leurs rapports ou de leurs sommes. Ce sera 
l'objet de la deuxième partie de ce mémoire, où je ne suppo- 
serai connues que quelques notions élémentaires qui ne sont 
sujettes à aucune contestation. 



DEUXIEME PARTIE. 



J . 



L'analyse dite infinitésimale sans infiniment petits. 

L'enfant qui commence à calculer sait très bien dire : « 4 fois 
zéro, ou 8 fois zéro, font zéro. » C'est évident pour lui comme 
pour nous. Il s'ensuit que zéro divisé par zéro donne 4, aussi 

bien que 8, aussi bien que tout autre nombre. Poser - c'est 

demander combien il faut de zéros pour faire zéro, et il est évi- 
dent qu'il en faut un nombre quelconque. Donc tout nombre 

représente une valeur de -. 

Maintenant, soit y = — -^ j-^, qui se réduit à - pour 

jr =: 4. Il s'ensuit que pour x = 4, tout nombre représente 
une valeur correspondante de y. 

On voit par là qu'en même temps que x atteint la valeur 4, 

le facteur arrive, avec la valeur 1, à la forme -, pour 

X — 4 

prendre toutes les valeurs possibles. 

ûc X ■"■" 4 
Ainsi, tant que x diffère de 4, le produit -- X ; a la 



2 ^ œ — 4 



X* 



même valeur que le facteur ~, et il arrive en même temps 

2 

4* 

que ce facteur a la valeur -- ou 8, pour a? = 4. Mais en se 

réduisant alors à «r, il prend toutes les valeurs possibles, en 
commençant par la valeur 8< 
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J.I Ij» ^\ 

Celle première valeur que prend la fraclion r-4 rr en 







2 (x — 4) 



devenanl -, s'appellera la primordiale de celle fraclion, el le 



fadeur —, qui, pour x = 4, délermine la 

primordiale, s'appellera son délerminalif. 

Le lieu géomélrique représenlé par 

x» (x — 4) 




l'équalion y = 



2 (x — 4) 



se compose de 



x« 



la parabole y = —et Ae la droile x = 4 

(fig. 1). 
La primordiale 8, que l'on oblient en 

faisanl x == 4 dans le délerminalif — , 

2 

représente l'ordonnée AR du poinl R où la droile x = 4 

X* 

rencontre la parabole y = — . 



Fig. 1. 



2 
De même, le lieu représenté par Téquation y= 



3c«x-f3cx«+x3 



X 



X 



ou y = (3c* + 3cx + x*) -, se compose de la parabole 

X 

j/ = 3c« + 3cx + X* et de la droile x = 0. 

En faisant x :^ dans le délerminalif 3c* + 3cx + x«, on 
obtient 3c2, qui représente en même temps la primordiale de 

la fraclion qui se réduit à - pour x = 0, et l'ordonnée du point 

où la droite x = rencontre la parabole. 

Cela posé, nous arrivons au problème général des tangentes, 
qui a conduit Leibnitz à sa méthode dite infinitésimale. 

La question consiste à déterminer Téquation de la tangente 
à une courbe quelconque, en la déduisant de celle de la 
sécante. 

Une droite étant représentée par l'équation y = ax + 6, le 
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facteur a* sera dit le coefficient angulaire, ou simplement le 
coefficient de la droite. 

Maintenant, sur la courbe y = x^ ffig. 2), prenons un point 
fixe A, déterminé par ses coordon- 
nées jc et y, puis un point mobile 
M, ayant pour cordonnéesx + h et 

Comme on le sait, le coefficient 

de la sécante AM est donné par le 

k 
rapport -• . 
h 

Or on a ici Â: = {x -f hy — x^, ou 

k = 3x^h -f 3xh^ + /i^ ; en sorte 

qu'en désignant par a le coefficient de la sécante, on aura 

7. = ^^=-7 =^^— = (3.X2 + Sxh + /l2) X T . 

fi h. 

Si, dans cette équation entre les variables h et a, on fait 

/i= 0, la fraction a se réduit à -- , et sa primordiale se déter- 
mine en faisant /i = dans le déterminatif 3x' -f 3.x/i -f- /i* ; ce 
qui donne Sjc^. 
Lorsque le point M vient coïncider avec le point A, en même 

temps que Taccroissement h de x devient nul, le coefficient - 

h, 

de la sécante prend la forme indéterminée -, parce qu'alors la 

droite n'étant plus assujettie qu'à passer par un point, eîle 
peut prendre, autour de ce point, toutes les positions possibles, 

correspondant à autant de valeurs du rapport -. Mais la pre- 
mière de toutes ces positions, celle que prend la sécante en 
devenant tangente, au moment où le second point vient coïn- 
cider avec le premier, correspond à la première des valeurs que 

k 

prend la fraction - en se réduisant à --, en sorte qu'en dési- 

h 

gnant par a le coefficient de la tangente, on obtient a = Sx». 

2 
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La fonction 3a:* s'appelle la dérivée de la fonction y = x^, 

k 
d*oîi on Ta déduite en prenant la primordiale du rapport - des 

accroissements de y et x, en sorte que la dérivée d'une fonc- 
tion d'une variable est la primordiale du rapport de leurs 
accroissements. 

La dérivée de y se désigne par y\ et par conséquent l'équa- 
tion y = x^ donne y' = 3x^. 

La dérivée dx^ de y, étant elle-même une fonction de Xj a 
aussi sa dérivée, qui est 6.\:. On l'appelle la dérivée seconde 
de î/, et on la désigne par y", ce qui donne y" = 6x. 

L'accroissement h de la variable .r, exprimant la différence 
des deux valeurs données successivement à x, s'appelle aussi 
la différence de cette variable. En la désignant par 8.r, celle de 
y sera de môme désignée par Sy, et les notations S.r, Sy indi- 
queront mieux que h et k quelles sont les variables dont elles 

expriment les différences. 

k h 

De cette manière, l'équation - = (3.v* + 3a'/i + Ai*) X - 

s'écrirait : 

^ = (3.x» -f 3.V8.V + 8.x«) X ^. 
6.x Sa; 

Le rapport — se réduisant à - pour 8x = 0, comment indi- 

oX 

quera-t-on sa primordiale, qui est la dérivée de y = a.^? 
Le symbole y^ indique bien la dérivée de la fonction y, mais 

il n'indique pas l'autre variable, tandis que le symbole — indi- 

querait non seulement que les deux variables sont y et x, mais 

encore que la dérivée j- est la primordiale du rapport — . 

L expression -- mdiquant le quotient de 8y par Sa:, on a 

Si/ I 

exactement -- = 3x^ + 3.v8a: + oa-^; tandis que le symbole — 

ôa: ^^ 

n'indique pas le quotient de dy par dx, mais simplement la 
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primordiale du rapport -r-; de sorte que c'est par définition 

dy 
qu'on a -^ = 3.v*, aussi bien que i/ = 3x*. 
dx 

dy 
D*après cette définition, le symbole — n'indique pas le quo- 

tient de deux quantités, grandes ou petites; de môme que les 

symboles log., lang. n'indiquent pas des produits de plusieurs 

nombres. Mais^ lorsque par dx et dy on entend les accroisse- 

dy 
ments de x et y. Tégalité -r- = 3x^ est nécessairement fausse, 

dx 

puisque l'égalité exacte serait Y- = 3x^ + 3xdx + dx^;eiVégH' 

d]j 
lité y-= 3.v^ ne devient pas même exacte quand on y fait 

dx = 0, puisqu'on obtient alors - = 3.vS dont le premier 

membre est indéterminé et le second déterminé. 

Et pourtant, dans Ife système de Leibnitz, on regarde et Ton 

,, . dy 

traite 1 expression — - comme étant le rapport des deux diffé- 

rences dy et dx, qu'on suppose infiniment petites, et qu'on 

appelle alors différentielles. On sépare à volonté les doux 

dy 
termes du rapport -r-, et Ton obtient dy = 3x^dx. qu'on 

dx 

appelle équation différentielle. 

Ce qu'il y a d'extraordinaire, et qui a fait l'étonnement 
général des géomètres, c'est que les équations différentielles, 
nécessairement inexactes, comme je viens de le prouver, ne 
conduisent jamais qu'à des résultats exacts. C'est là un mys- 
tère qu'on a vainement cherché à expliquer en attribuant aux 
infiniment petits des propriétés non moins mystérieuses, telles 
que celle de s'évanouir devant les quantités finies, ou de pou- 
voir être remplacés par leurs parties principales. 

La vraie explication de ce mystère, qu'on pourrait appeler 
le paradoxe différentiel, consiste dans l'évidente impossibilité 
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où Ton se trouve de remplacer les différentielles djc, dy par 
les nombres qui représentent les valeurs inûniment petites 
qu'on leur suppose. 

Cela étant compris, il en résulte que vous pouvez supposer 
aux différentielles dx, dy, dz toutes les valeurs qu'il vous 
plaira, infiniment petites ou infiniment grandes, réelles ou 
imaginaires; vous arriverez nécessairement au même résultat 
que moi, qui ne leur suppose d'autres valeurs que celles des 
plus vulgaires nombres entiers. La différence n'existera que 
dans notre esprit, et ne passera pas dans le calcul, tant que 
nous n'y remplacerons pas ces différentielles par les valeurs 
que nous leur avons supposées ; de sorte que le résultat du 
calcul, d'où ces différentielles auront disparu, ne pourra 
dépendre que des dérivées renfermées dans les équations 
différentielles, et sera par conséquent le même pour vous et 
pour moi, malgré la différence des valeurs que nous aurons 
attribuées mentalement aux différentielles dx, dy, dz. 

Le calcul intégral a pour objet le problème inverse des tan- 
gentes, c'est-à-dire le problème qui consiste à remonter d'une 
fonction donnée à sa primitive. 

Par exemple, si l'on donne 3a'^ comme la dérivée d'une 
fonction 2, on aura z = x^. 

Dans la méthode de Leibnitz, c'est la différentielle dz = S.v^dx 
que l'on suppose donnée, parce que Ton considère la 
fonction z comme composée d'éléments infiniment petits 
représentés par ZxHx, et l'on indique leur somme par l'ex- 
pression / 3.x*djc, dans laquelle le signe / est une forme 

allongée de l'initiale du mot somme. 

C'est le problème des quadratures qui a donné lieu à cette no- 
tation, parce que l'aire OAB (fig. 3) terminée à la courbe 
y = 3.x2 est considérée comme composée d'éléments rectan- 
gulaires GDGF, ayant pour expression ydx, dans laquelle y 
varie de l'un à l'autre. 

L'élément véritable de la surface OAB est le trapèze mixti- 
ligneCDEF, composé du rectangle CDGF = î/d!jc, et du triangle 
mixtiligne EFG, qui, étant infiniment petit par rapport au rec- 
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tangle, se néglige en vertu du principe leibniizien, de sorte 
qu'en considérant le rectangle lui-même comme l'élément de 

Taire 2, on écrit dz = ydx, et par suite - = / 2/cîjc. 

Dans notre théorie. Taire OAB 
n'est pas considérée comme une 
somme d'éléments infiniment petits. 
L'accroissement /i ou 8.x de la varia- 
ble X est quelconque, et Taccrois- 
sement Zz est représenté par le tra- 
pèze CDEF, compris entre les deux 
rectangles GDGF et CDEH. 

Si Ton suppose y = x^, par exem- 
ple, Taire du rectangle CDGP sera ir 
hx^y et celle du rectangle CDEH 
sera h (x4-/i)S ou /i(.x»-f 2x/i + /i*). 

8z 
Il en résulte que le rapport — est compris entre les deux 

x^h x^h 4- 2.v/i^ + h^ 
fractions *-— et — -ï— - — — — , qui ont la môme primordiale 

Iz 
x^y et par conséquent la primordiale du rapport ^ est aussi 




dz 
x^\ ce qui donne —- 

dx 



»'2 



dz 



x^ ou -— = y, 
dx ^ 



De celte manière je démontre, sans le secours du principe 
ou postulatum leibnitzien, que la fonction qui exprime Tor- 
donnée de la courbe, est la dérivée de celle qui en représente 
Taire. 

En adoptant les notations leibnitziennes pour le calcul inté- 
gral, comme nous l'avons fait pour le calcul différentiel, Tex- 

pression / 3x^d.x n'indiquera pas pour nous uîie somme 

d'éléments infiniment petits, mais tout simplement la fonction 
dont 3.x^ est la dérivée, en sorte que c'est par définition que 

nous aurons / 3x*djc = x^. 
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De môme, en supposant que f(x) soit la dérivée de ç(x), 
c*est par définition que nous aurons 



/ 



6 

f,x) dx=o<b] — o'a). 



1 

Par exemple, — étant la dérivée de log x, on aura : 

/* dx 
— = log 6 — loga; 

et comme, dans notre théorie, deus nombres égaux et de 
signes contraires ont le même logarithme, nous aurons : 



/ 



_V T = •"'8 (+ *^ - '^« (- '*) = ^' 



de mètne que 



/ 



_y ^ = log (+ 1) - log (- 1) = 0. 



Dans ces formules log x désigne le logarithme népérien ou 

hyperbolique du nombre jc, et il représente Taire de Thyper- 

1 

bole 1/ = -, à partir de x = 1 quand la valeur donnée à jc est 

positive, et à partir de jc = — i quand elle est négative. 

D'après la difmition .v = log db e% deux nombres égaux et 
de signes contraires ont identiquement le même logarithme, 
comme ils ont identiquement le même carré; et il n'est pas 
plus nécessaire de leur supposer des logarithmes imaginaires 
que des carrés imaginaires. 
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DISCUSSION. 

Dans un traité d'analyse qui serait fondé sur les principes 
qui viennent d'être établis au moyen des notations de Leibnitz, 
les différentielles dx, dy^ dz désigneraient les accroissements 
quelconques, et non infiniment petits, des variables x, y^z. 

L'expression / 3A:*d.r, au lieu d'indiquer une somme, ou la 

limite d'une somme d'éléments infiniment petits, indiquerait 
tout simplement la fonction dont 3jc' est la dérivée. Mais les 
questions y seraient résolues au moyen des mêmes formules, 
des mêmes équations et des mêmes calculs que dans les traités 
ordinaires. 

De même que l'on a pu fabriquer des pompes avant de con- 
naître le principe de l'horreur du vide, Leibnitz a pu résoudre 
le problème général des tangentes avant de connaître les infi- 
niment petits, qu'il n'a imaginés que pour réfuter les objec- 
tions dont sa méthode était l'objet. 

En effet, si oc = 3*x + 3x/i + h^ exprime le coefficient de 
la sécante menée par deux points de la courbe y = jc% il est 
évident que la sécante ne deviendra tangente que quand le 
second point coïncidant avec le premier, la différence /i de x 
sera rigoureusement nulle. 

C'est donc en faisant ft = dans l'équation a = 3x'-f- 3x/i-|- ^* 
que l'on obtiendra a := 3.v' pour le coefficient de la tangente. 
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C'est ainsi que pour aToir Tordonnée à Torigine de la 
courbe y = a + 6x + cjc*, on fait x =0 dans cette équation, 
ce qui donne y=^a. 

Personne ne s'avisera de dire qu'il fait d'abord jc infiniment 
petit, et qu'on néglige ensuite les infiniment petits hx et ex*, ou 
qu'on fait tendre x vers zéro pour avoir la limite de y. 

Ainsi qu'on vient de le voir, le problème des tangentes se 
résout sans limites ni infiniment petits. Ils n^ont été imaginés 
que pour répondre à l'objection que Ton exprime en disant : 

Si Ion fait /i = dans le rapport , il se 

n 

réduit à -, en sorte que le calcul donne une valeur complète- 

m 

ment indéterminée pour le coefficient d'une tangente complè- 
tement déterminée. Pour éviter la forme- , considérée comme 

illusoire et dénuée de sens, on fait h seulement infiniment 
petit. Mais comme pour la rigueur on doit avoir exactement 
a = 3jc*, on attribue aux infiniment petits 3x/i et /i* là vertu 
de s'éclipser devant une quantité finie. 
Toute la difficulté consistait à comprendre que le résultat 

du calcul qui donne —, est parfaitement d'accord avec la géo- 

trie; car lorsque les deux points où la sécante coupe la 
courbe coïncident, la droite n'étant plus assujettie qu'à passer 
par un point, peut prendre, autour de ce point, une infinité 

dépositions correspondant à autant de valeurs du rapport -; 

tandis que le coefficient de la tangente elle-même est donné 

, • A^o2Aif r 3x^/1 + 3 xh^ + /l3 
par la primordiale 3jc* de la fraction ^ — , qui 

se réduit à — pour /i = 0. 

Une fois que l'on a commis Terreur de croire que le calcul 
se trompe en donnant — pour le coefficient de la tangente, et 
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qu'ainsi Texpression - est une forme illusoire dénuée de sens, 

il n'est plus possible de se tirer d'affaire sans se contredire. Car 

enfin, pour déduire la dérivée 3.x' du rapport , 

y faites-vous h = 0, oui ou non? Vous dites non ; vous faites h 

infiniment petit, et le rapport se réduit a 

3jc* + 3jc/i + h^' Et maintenant quelle valeur donnez-vous à h 
pour que 3x2 + 3.\:/i + /i* gg réduise à 3x*? Vous répondez que 
vous faites tendre h vers zéro. Ce n'est pas répondre: il faut 
dire si oui ou non vous faites /i = 0. 

a Euîer et d'Alembert », dit Lagrange, «r ont fait voir que les 
» différences qu'on suppose infiniment petites doivent être 
» absolument nulles. » 

M. Boussinesq dit aussi que « zéro est le seul nombre qui 
» soit, à proprement parler, infiniment petit. » Cependant il 
ajoute : « L'infiniment petit n'est pas le zéro pur, mais bien le 
» zéro en tant que limite des décroissements d'une grandeur. » 

Dans un traité récent je lis : « L'infiniment petit a une infi- 
» nité de valeurs principales. » S'il n'y a que zéro qui soit 
vraiment infiniment petit, c'est donc zéro qui a une infinité de 
valeurs principales. 

D'après M. Ch.de Freycinet, trinfîniment petit est éminem- 
» ment variable. » Est-ce toujours zéro qui, en variant éminem- 
ment, prend une infinité de valeurs principales? 

Dans le cours d'analyse de M. Laurent on lit: « Zéro peut 
» être une valeur particulière de l'infini. » Il faut croire que 
c'est une des valeurs principales de zéro qui est une valeur 
particulière de l'infini. 

D'après Carnot, « les infiniment petits semblent, par leurs 
» propriétés équivoques, tenir le milieu entre l'existence et le 
» néant » 

Peut-être qu'entre l'existence et le néant il n'y a place que 
pour zéro, en sorte que ce zéro, qui a déjà une infinité de 
valeurs principales, aurait aussi une multitude de propriétés 
équivoques ! 
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Il appartenait au philosophe Hegel de nous donner la plus 
épatante des définitions de Finfinimeut petit. 

« I/élément infinitésimal », dit-il, « est la grandeur prise au 
» moment où elle participe à la féconde identité de Têtre et 
du néant. » 

Pour être capable de comprendre et de mettre tout cela 
d'accord, il faudrait au moins avoir remporté le grand prix 
de philosophie. 

Non seulement Tinfiniment petit a toutes les propriétés qui 
découlent de ses différentes définitions, mais on lui en infuse 
encore d'autres au moyen de théorèmes spéciaux. Voici, par 
exemple, la première des quatre propositions que M. Charles 
de Freycinet démontre dans sa Métaphysique de Vanalyse 
infinitésimale : 

« Première proposition. — Deux quantités fixes, entre les- 
y> quelles on suppose qu'il n'existe qu'une différence infiniment 
» petite, n'ont réellement pas de différence et sont rigoureu- 
» sèment égales. » 

Si les deux quantités sont fixes, leur différence est fixe évi- 
demment. Pourquoi la supposer infiniment petite quand on 
vient de dire que l'infiniment petit est éminemment variable? 
De même, si les deux quantités sont rigoureusement égales et 
n'ont réellement pas de différence, pourquoi vouloir leur sup- 
poser une différence infiniment petite? Contradiction sur 
contradiction I 

Lorsque Tauteur croit avoir démontré sa proposition, il con- 
clut en disant: « Par conséquent on a non-seulement le droit, 
» mais encore le devoir de supprimer l'infiniment petit dans 
» les relations, afin de rétablir la réalité des choses. » 

Si, dans la relation k = 3x^/i + 3xh^ -f ^^» je supprime 
tous les infiniment petits, il me vient = 0, et je ne vois pas 
quelles sont les choses dont la réalité est rétablie. 

Il me semble qu'on pourrait mettre ce genre de démonstra- 
tion à la portée de toutes les intelligences en disant : 

« Celui qui n'a qu'un merle blanc, n'a réellement aucun 
» merle; car tous les merles étant noirs, il faut de toute néces- 
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» site que son merîeblancsoit un merle noir. Par conséquent, 

» on a non seulement le droit, mais encore le devoir d'exter- 

» miner tous les merles blancs, afin de rétablir la réalité des 

» choses. » 

Le merle noir c'est zéro, et le merle blanc Tinfiniment petit. 

Il faut d'abord que le merle soit blanc; autrement, pour /i = 0, 

, 3x^h + 3x/i2 + h^ '^ . * ^ , ... . 

le rapport se réduirait a — , forme illusoire 

et dénuée de sens. Mais quand le rapport est réduit à 
3v2 + 3xli + h^, il faut que le merle soit noir, car il n'y a que 
pour /i = que Texpression 3jc* + 3«x/i + h^ se réduit à 
3:c*. C'est alors qu'on dit : 

« Puisque le merle blanc ne peut être qu'un merle noir, il 
» faut en conclure que le merle blanc figure abusivement dans 
» la cage, où il s'est introduit par suite de quelque erreur passée 
» inaperçue. Si donc on est bien assuré que l'oiseau ne peut 
» être autre chose qu'un merle blanc, on est assuré, du même 
» coup, que cet oiseau est un merle noir. » 

Voici, du reste, le texte même pour ceux qui le Irouveraient 
plus clair que ma traduction. 

« Puisque les deux quantités sont fixes, leur différence ne 
» saurait être égale à une quantité infiniment petite, qui, de 
» sa nature, est éminemment variable. Il faut en conclure que 
» 1 inégalité supposée n'est qu'apparente, et que l'infîniment 
» petit qui est censé la représenter, figure abusivement dans 
» la formule, où il s'est introduit par suite de quelque erreur 
» de calcul passée inaperçue. Si donc on est bien assuré que 
» la diff'érence entre les quantités fixes ne peut être autre 
>) chose que cet infiniment petit, on est assuré, du même 
» coup, que celte différence n'existe pas. » 

L'auteur n'osant dire, en propres termes, que la différence 
infiniment petite est zéro, dit qu'elle n'existe pas. Mais alors, 
si le merle blanc n'existe pas, comment a-l-il pu s'introduire 
furtivement dans la cage pour y figurer abusivement? 

L'infiniment petit peut bien s'introduire abusivement dans 
votre esprit, mais il ne peut s'introduire dans la formule, ni 
abusivement ni autrement. 
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Quand x augmente de /i, la formule y = x^ devient 

y = A» H- 3a:*/i + 3x/i* + h?. 

Evidemment on peut donner à /i la valeur que Ton veut, en 
remplaçant cette letlre parle nombre qui exprime cette valeur. 
Ainsi, pour /i = 2, on obtient y = x^ + 6v* + 12r + 8; tandis 
que si Ton fait h = 0, on retombe sur i/ = x^. 

Maintenant, puisque vous avez suffisamment creusé la notion 
de rinfiniment petit, et y avez découvert une infinité de valeurs 
principales, introduisez Tune de ces valeurs dans la formule, 
en y remplaçant la lettre h par le nombre qui exprime cette 
valeur. Mais, tant que je verrai la lettre h dans la formule, je 
serai sûr que Tinfinimeat petit ne s'est pas introduit à sa place : 
il sera resté dans votre esprit, et je n'ai point à voir s'il y 
figure abusivement. 

L'infîniment petit n'existe pas plus que Tinfiniment grand. 
Mais si vous vous en tenez à la définition que vous en donnez 
en disant que a 1 infiniment petit est une variable qui a pour 

1 1 x« 

limite zéro », les variables u = — , « = , , 2 = -— sont 

X log X 2jc 

des infiniment petits ; et c'est en négligeant ceux-là que l'on 

commet une erreur qui conduit souvent à des paradoxes qu'on 

regarde comme de brillantes découvertes. 

1 

Par exemple, si dans l'expression i -\ — , on néglige l'infini- 

{ 

ment petit — devant la quantité finie, l'identité 



1 1 

i+- i+- 

devient jc — x = l,ouO=l, pour jc = » . 

Or Gérono, qui a traité cet exemple, entend que le principe 
est infaillible, et soutient que l'égalité x — x = 1, ou 
x = .\-t-l, est exacte pour JC = 00 ; en sorte que l'infini x se sur- 
passe lui-môme, tout comme l'auteur en faisant cette sublime 
découverte. 

On retombe ainsi sur le grand principe démontré par Fon- 
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tenelle, et admis comme évident par le Grand Arnauld et 
Auguste Comte, qui en ont déduit le postulatum d'Ëuclide. 

Ce qui me paraît fort étonnant, c'est qu'aucun de ces grands 
génies n'a compris que le postulatum d'Euclide est une propo- 
sition absurde, comme sa définition que tous les géomètres ont 
adoptée, en appelant parallèles deux droites qui, prolongées à 
rinfini, ne se rencontrent pas. Je ne pourrai donc être sûr que 
mes deux droites sont parallèles que quand je serai arrivé à 
l'infini? et vous ne me dites pas où il se trouve ! Tant qu'une 
droite a deux bouts, elle est finie évidemment, et tant que vous 
ne me donnerez pas le moyen de supprimer ses deux bouts, je 
croirai qu'une droite infinie ou prolongée à l'infiniestimpossible. 

Duhamel dit qu'on n'a trouvé aucun moyen rigoureux de se 
passer du postulatum d'Euclide. Le moyen de se passer et de 
son postulatum et de sa définition, l'un entraînant l'autre, est 
pourtant bien simple et se trouve dans tous les dictionnaires, 
qui, conformément à l'étymologie, appellent parallèles deux 
droites équidistantes. 

Le postulatum d'Euclide n'ayant d'autre vertu que de 
détruire le défaut de sa définition, il deviendra plus qu'inutile 
dès qu'on partira d'une définition exacte. 

La définition de Lobatschewski est, comme celle d'Euclide, 
fondée sur une propriété de l'infini; et comme il n'en corrige 
pas le défaut par un postulatum, elle le conduit à des résul- 
tats étranges, et en contradiction avec ceux de la géométrie 
d'Euclide; ce qui a fait donner le nom de géométrie non-eucli- 
dienne à cette espèce de géométrie, que M. Bertrand a qualifiée 
de débauche de logique, quoique l'illustre Gauss en ait approuvé 
et voulu justifier les résultats, en disant : « Les angles d'un 
» triangle équilatéral peuvent varier suivant la grandeur des 
» côtés, et si les côtés croissent au delà de toute limite, ils 
» peuvent devenir aussi petits qu'on voudra 

n Les résultats de la géométrie non-euclidienne ont l'air de 
» paradoxes. Mais ces contradictions apparentes doivent être 
» regardées comme l'effet d'une illusion, due à l'habitude que 
* nous avons prise de bonne heure, de considérer la géométrie 
» euclidienne comme rigoureuse » 
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Si donc la géométrie non-euclidienne vous démontre que tous 
les cercles sont carrés ou triangulaires, vous devez compren- 
dre que la contradiction n'est qu'apparente, et doit être regar- 
dée comme relîet d*une illusion, due à fabominable habitude 
que vous avez prise de ne jamais voir ni faire que des cercles 
complètement ronds. 

Voici encore une opinion que je veux hasarder en terminant. 

Si, au lieu de sa Théorie des fonctions analytiques^ Lagrange, 
« le premier géomètre du siècle », comme dit M. C. de Frey- 
cinet, avait publié un Traité d'analyse mathématique fondée 
sur les principes et les règles qui viennent d'être exposés dans 
ce mémoire, les inûniment petits ne seraient plus employés 
aujourd'hui qu'en homœopathie. 

Il est vrai que la question qui fait l'objet de ce mémoire, 
et qui consistait à établir rationnellement la méthode de 
Leibnitz au moyen de ses propres notations, et sans l'emploi 
des limites ni des infiniment petits, pourrait paraître avoir été 
déjà résolue par Lagrange, si Ion s'en rapportait au titre de 
sa Théorie des fonctions analytiques, contenant les principes 
du calcul différentiel, dégagés de toute considération de limites, 
d'infiniment petits^ etc. Mais, en réalité, celte théorie ne con- 
tient ni difîcrentielles, ni équations différentielles, ni les prin- 
cipes du calcul différentiel. Elle en donne et confirme les 
résultats au moyen d'une mélhode essentiellement fondée sur 
le développement des fonctions en séries. Or, ce qu'on appelle 
somme d'une série est la limite de la somme de ses termes, et 
en diffère d'un infiniment petit proprement dit, qui ne peut 
jamais devenir nul. Il s'ensuit qu'en égalant les fonctions à 
leurs développements en séries, Lagrange emploie constam- 
ment les limites. Je veux bien admettre qu'il le fait comme 
Monsieur Jourdain faisait de la prose ; mais il le fait incontes- 
tablement. 

Déjà Cournot avait dit : « La méthode de Lagrange n'a point 
» l'avantage d'éliminer la notion des limites ou toute autre 
» équivalente. » 

En outre, en égalant les fonctions h. leurs développements 
en séries, Lagrange néglige forcément des infiniment petits 
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qui ne peuvent pas devenir nuls, ce qui est pire que de les 
considérer. Mais il néglige bien plus que cela lorsqu'il prétend 
qu'une fonction peut toujours être remplacée par son déve- 
loppement en série, même si la série est divergente, ainsi 
qu'il le soutient dans la réponse suivante, qu'il a faile à 
d'Alembert : 

€ Je demande si toutes les fois que dans une formule algé- 
» brique il se trouve, par exemple, une série géométrique telle 
» que : 

1 + .T + -"«^ + X^ + X^ + ••••> 

1 

» on ne sera pas en droit d'y substituer , quoique celte 

» quantité ne soit réellement égale à la somme de la série 
» qu'en supposant le dernier terme x* nul. Il me semble 
» qu'on ne saurait contester Texaclitude d'une telle substilu- 
» tion sans renverser les principes les plus communs de 
» l'analyse. » 

Je voudrais bien savoir quels sont les principes renversés. 

En désignant par Â et B le dividende et le diviseur, par Q et 
R le quotient et le reste de la division, on a identiquement 

A R 

A = BXQ +R, ou— =Q+ — ;et cette formule constitue 

un des principes fondamentaux de l'algèbre comme de l'arith- 
mélique. 

En écrivant — = Q, on renverse le principe par l'omission 

du terme ~ . C'est ce que fait Lagrange quand il écrit 
B 

1 * 

= 1+ .t + a2 + .x3 + x''+ 



l—.v 

R 

Lorsque la série est convergente, le terme - a pour limite 

B 

zéro, mais ne devient pas nul, et il en est de môme du terme 

que Lagrange désigne par .x* . 

Il s'ensuit qu'en écrivant l'égalité 

_L. = 1 4- ^v + X' + x^ + x^ +... , 
1 — X 
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Lagrange néglige dans le second membre un infiniment petit 
qui ne devient pas nul. et que ]e premier membre est la limite, 
et non la somme, des termes du second. 

Mais lorsque la série est divergente, le terme —, qu'on 

néglige, grandit indéfiniment, et il en est de même de la diffé- 
rence des deux membres de Tégalité, qui devient absurde, 
comme on le voit en faisant .x = 2 dans la précédente, ce qui 

donne 

— i = 1 + 2 -f 4 + 8 + 16 + 32 + 

Comment Lagrange peut-il prétendre qu'on ne saurait con- 
tester Texactitude d'une telle égalité ? 

Charles Dupin a dit que Lagrange avait démontré Leibnitz. 
Pour démontrer Leibnitz, il fallait expliquer, sans son postu- 
latum, le problème général des tangentes, en déduisant Téqua- 
tion de la tangente de celle de la sécante. Or celte question 

conduisant à l'expression - , Lagrange, ainsi que les autres 

géomètres, la regarde comme illusoire, parce que, dit-il, « un 
» , rapport n'offre plus à l'esprit une idée claire et précise aus- 
» sitôt que ses termes deviennent Pun et l'autre nuls à la fois. » 

D'ailleurs, sa Théorie des fonctions analytiques étant annon- 
cée comme « dégagée de toute considération de limites », il ne 
pouvait non plus adopter la définition que tout le monde donne 
en disant : « On appelle tangente à une courbe la limite vers 
• laquelle tend la direction de la sécante. » 

Pour éviter celte pierre d'achoppement, il s'en va déterrer 
une vieille définition des anciens. 

« Suivant les anciens géomètres, » dit-il, « une ligne droite 
» est tangente d'une courbe lorsque, ayant un point commun 
» avec la courbe, on ne peut mener par ce point aucune droite 
» entre elle et la courbe. » 

En disant qu'il choisit celte définition a afin de donner par 
» là à la solution de ces problèmes toute la rigueur des démons- 
> trations des anciens », il me paraît manquer un peu, sur ce 
point, de précision et même de franchise. 

En quoi les démonstrations des géomètres modernes sont- 
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elles moins rigoureuses que celles des anciens? On comprend 
que ce ne peut être que dans les théories qui n'étaient pas 
connues des anciens. 

En premier lieu, la démonstration de la méthode infinitési- 
male reposant tout entière sur le postulatum de Leibnitz, il 
s'ensuit que, malgré l'exactitude de la méthode, presque rien 
n'y est démontré rigoureusement. D'ailleurs j'ai montré plus 
haut ce que valent les théorèmes par lesquels on a prétendu 
démontrer ou remplacer le principe leibnitzien. Le dernier 
perfectionnement qu'on a cru y apporter consiste à modifier 
les énoncés des théorèmes de Duhamel, en y remplaçant l'in- 
liniment petit par sa prétendue valeur principale, comme le 
fait le programme officiel, où il est dit : 

« Valeur principale d'un infiniment petit. — Condition sous 
» laquelle deux infiniment petits peuvent être substitués l'un 
» à l'autre dans des limites de sommes et de rapports. » 

Duhamel ne dit pas que la substitution de deux infiniment 
petits se fait dans les limites; car toute limite étant une quan- 
tité fixe, elle ne renferme aucun infiniment petit. Par exemple, 

c est 12 que vous appelez la limite du rapport ; 

h 

or 12 ne renferme aucun infiniment petit. Et ceux qui, comme 
Euler, d'Alembert, M. Boussinesq, n'admettent d'autre infini- 
ment petit que le zéro pur ou à l'état naissant, cx)mment s'y 
prendront-ils pour remplacer un zéro par sa valeur princi- 
pale? 

En second lieu, en dehors de la méthode infinitésimale pro- 
prement dite, il arrive souvent aux géomètres d'appuyer leurs 
démonstrations sur des propriétés particulières qu'ils attribuent 
à Tinfini, et qu'il est plus facile d'admettre que de les vérifier. 
Comme Tinfini n'a pas d'autre propriété que d'être impossible, 
il s'ensuit que ces démonstrations ne sauraient être tenues 
pour rigoureuses. 

Quand vous me dites que zéro est une valeur particulière de 
l'infini, j'aime mieux le croire que d'y aller voir ; mais je croi- 
rais aussi bien que c'est l'infini qui est une valeur particulière 
de zéro. 
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Sx — { 

Vous me dites aussi que la valeur de la fraction est 

. .\" H- 1 

3 pour oc = 00 et que, par conséquent, x = oo est racine de 

3jc — i 

l'équation — — 3 = 0. Gomme cette équation peut se 

••V I M 

mettre sous la forme 3a: — 3a: =4, j'aime mieux croire qu'elle 
n'est autre chose que l'absurdité = 4. 

Lorsqu'un auteur est conduit à une pareille absurdité par 
l'application d'un faux principe qu'il croit exact, il lui donne 
le nom de paradoxe, et comme il lui est impossible de décou- 
vrir son erreur, il explique son paradoxe par une assertion 
souvent plus paradoxale que le paradoxe lui-même. En voici un 
exemple : 

Soient les deux sommes : 

111111 

j + 02 + .3 + 4 + 5 + jj + ••••- 

1 1 1 1 11 

â''"3"^4"^B"^6"^7"^ ' 

qui, étant supposées prolongées à Tinfini, ne diffèrent que par 

1 

le terme— , qui n'est que dans la première. 11 en résulte que 

par la soustraction des termes correspondants, on obtient la 
première égalité du tableau suivant, où l'on voit que chacune 
des autres se déduit de la précédente, en retranchant la même 
fraction de ses deux membres. 

111111 1 

2"^ "6~'"Ï2"'"2Ô''"30"'~42~^ ""T' 

11111 1 

6"^Î2"^2Ô"^3Ô'^42"'"*^ ""i"' 
1111 1 

Ï2^~âÔ'^3()'^42"'~ ^3' 

111 1 

20 "^30 "^42 "^ "" 4 ' 

11 1 

30 ^ 42 ^ 5 • 
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En réunissant en un seul tous les termes égaux d'une même 
colonne, on obtient : 

illlli lliilli 

qui se réduit à = 1. 

Voilà le paradoxe et voici quelques-unes des explications que 
j*ai recueillies : 

1<» (( Vous n*avez pas le droit d'ajouter une infinité d'éga- 
lités. » 

2« « On n'a pas le droit d'employer les séries divergentes. » 

3** « On n'a pas le droit de traiter les séries comme des 
polynômes. » 

Voyons d'abord ce qui va arriver si nous traitons les séries 
comme des polynômes. Soient donc les deux polynômes : 

1 1 i i i 

Î + 2'^3"^4"^B' 
11111 

2"'"3"^4"^5"^6' 

1 1 

qui diffèrent par le terme -- qui est -dans le premier, et par — 

1 6 

qui est dans le second. Il s'ensuit qu'en soustrayant le second 

du premier, on obtient la première identité du tableau suivant, 

où Ton voit aisément comment chacune des autres se déduit 

de la précédente. 

111 1 111 

2 ^ 6 ^ 12 ^ 20 ^ 30 1 6' 

1 i 

^ + A + 



6 ' 12 
1 
î 



2 + 



1 

20 "^ 


1 

30 


1 

2 


1 

6' 


\ 

20 


1 

30 


1 

3 


1 

6' 


20 ^ 


1 
30 


1 
4 


1 

6' 




1 

30 


1 

5 


1 

6' 




— 


1 

6 


1 

6* 
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Par Taddition de ces identités on obtient la suivante : 
4iifiiilll*i6 

1 6 

qui se réduit àO = - — -, ouàO = 0. 

1 6 

1 

Si. au lieu de vous arrêter au terme — , vous vous arrêtez au 

6 

1 in 

terme — , vous obtiendrez = - , ou 0=0, même lorsque 

n in 

vous supposerez n infini. 

Comme on le voit clairement, c*est en traitant les séries, 

surtout les séries divergentes, comme de simples polynômes à 

deux bouts, que Ton obtient l'identité = 0, au lieu de 

Tabsurdité = 1. 
Soient encore les deux séries 

3 5 7 9 11 

ï+3+4+5 + 6" + 

13579 
î"^2'^3'^4^ô "^ ' 

qui sont archidivergentes. 
En les supposant prolongées à TinQni, elles ne diffèrent que 

1 

par le terme - , en sorte qu'en retranchant la seconde de la 

1 

première, on obtient Tabsurdilé 

1+^.1. 1.1. I 

2 ^ G "^ 12 "^ 20 "^ 30 "^ •*• * ~ 

Mais en traitant les mêmes séries comme de simples poly- 
nômes à deux bouts, nous obtenons l'identité 

1 1 1 1 1 H 

2"^6"^ ¥l ~^ M ^ ^ ^ '6 " ^ ' 

11 

Et quand au lieu de s'arrêter au terme — , on s'arrêtera au 

6 

2n — 1 2m — 1 

terme , le second nombrs de l'identité sera i , 

n n 

ou 1 

n 
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Ce second exemple, comme le premier, prouve que c'est en 

1 

supposant — = pour n =00 que Ton commet Terreur qui 

conduit à l'absurdité = 1 ; car on regarde alors l'égalité 

1 1 1 i 1 

-+- + —+-— + . ... = 7, et les suivantes, comme par- 
2 . 6 12 20 1 

faitement exactes, au point que M. Bertrand les appelle des 
identités, et déclare irréprochable le calcul qui a conduit à 
TabsurditéO = 1, qu'il attribue à une vertu occulte qu'aurait 
toute série divergente de fausser les raisonnements et les cal- 
culs les plus irréprochables, et cela sans qu'on sache ni pour- 
quoi ni comment. 

Voici son explication. 

« Tous les géomètres s'accordent aujourd'hui à regarder la 
» convergence d'une série comme une condition nécessaire de 
» son légitime emploi. Les premiers inventeurs de cette 
» grande théorie partageaient cette opinion, qui semble d'ail- 
» leurs si naturelle. 

» C'est vers le commencement du siècle que Poisson rappela 
» les géomètres à la vérité et à la rigueur, en montrant à 
» quels résultats peut conduire l'emploi des séries diver- 
» gentes. Quelques lignes énergiques de Gauss et d'Abef ont 
» également contribué à faire cesser ce scandale géométrique, 
» et à établir solidement la nécessité absolue de la conver- 
» gence 

B Les géomètres du xviii* siècle attachaient peu d'impor- 
» tance à la convergence des séries. Les plus illustres d'entre 
» eux ont employé des séries divergentes, et paraissent s'être 
» fait illusion sur le peu de rigueur des raisonnements où elles 
» interviennent. On trouve cependant dans les œuvres de 
» Jacques Bernoulli un exemple très remarquable du danger 
» qu'elles présentent. Nous rapporterons cette démonstration, 
» qui fournit un des arguments les plus simples et les plus 
» concluants que l'on puisse présenter sur cette question, qui, 
» d'ailleurs, n'est plus douteuse pour personne. » 

Après avoir reproduit l'exemple de Bernoulli, il termine en 
disant : 
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€ On serait conduit à conclure 0= i, résultat absurde. Le 
» raisonnement serait cependant irréprochable si la série 

i i 1 1 

» ~ + ô+ T+-+ était convergente. On peut donc 

2 3 4 a 

» affirmer qu'elle ne Test pas, et Ton voit en même temps 

» quelles erreurs peut entraîner l'emploi des séries diver- 

» gentes. » 

J*ai pu constater que Tasseriion de M. Bertrand n'est que 
trop vraie quand il dit : a Tous les géomètres s'accordent 
» aujourd'hui à regarder la convergence d'une série comme 
» une condition nécessaire de son légitime emploi : la ques- 
» tion n'est plus douteuse pour personne. » 

Ainsi qu'il le dit encore : « quelques lignes énergiques de 
» Gauss et d'Abel ont contribué à faire cesser ce scandale 
» géométrique. » 

On peut juger de l'énergie des lignes d'Abel par les sui- 
vantes : 

« Les séries divergentes sont quelque chose de bien fatal, et 
» c'est une hpnte qu'on se soit avisé d'y fonder aucune démons- 
» tration. On peut démontrer tout ce qu'on veut en les 
)> employant; ce sont elles qui ont fait tant de malheurs et qui 
» ont enfanté tant de paradoxes. » 

S'il fallait interdire l'emploi de tout ce qui peut présenter 
des dangers ou causer des malheurs, on commencerait par 
proscrire remploi de la poudre et des canons, des sabres et des 
fusils, surtout en temps de guerre, à cause des dangers qu'il 
présente et des malheurs qu'il peut causer. 

Dans un ouvrage récent et déjà fort répandu je lis : « On ne 
peut baser aucun raisonnement sur une série divergente. » 

Il faudrait pourtant comprendre que la proposition en elle- 
même est absurde, et qu'il n'est pas une chose au monde, ni 
ailleurs, sur laquelle on ne puisse baser un raisonnement. 
Ainsi je baserais un raisonnement sur les séries divergentes en 
montrant comment Leibnitz et les frères BernouUi ont su les 
employer, et tout particulièrement la série harmonique, pour 
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engendrer et sommer les plus belles et les plus intéressantes 
séries convergentes. 

Pour comprendre combien est absurde la prétention d'inter- 
dire tout emploi des séries divergentes, il suffit de considérer 
que la suite naturelle des nombres entiers est une série diver- 
gente, que les tables de logarithmes, comme les numéros d'une 
rue, forment deux séries divergentes. 

Remarquez bien que Terreur qui a enfanté le paradoxe, et 
qui consiste à regarder comme une vraie identité l'égalité que 
l'on écrit entre la somme des termes d'une série et sa limite, 
ne pouvait pas se commettre sur une série divergente, dont la 
somme n a jamais de limite. 

L'occasion se présente ici de signaler une autre erreur, ou 
plutôt un faux principe qui se trouve dans tous les traités sur 
la théorie des séries. 

11 consiste à admettre que la somme d'une série varie quand 
on change Tordre de ses termes. 

On établit le principe en prouvant que les deux séries 

1 ^ , i ^ 1 ^ ^1 

1 2 î'^ao 8+ ' 

n'ont pas la même somme, quoique composées des mêmes 
termes, et Ton démontre qu'elles sont composées des mêmes 
termes, en faisant observer qu'il n'est pas possible de désigner 
un terme de Tune que Ton ne puisse montrer dans l'autre. 

Lorsqu'une somme est composée d'un nombre fini de termes, 
il est évident qu'elle ne varie pas avec Tordre de ses termes. En 
disant qu'il en est autrement lorsque la série a un nombre 
infini de termes, on énonce une nouvelle propriété de l'infini, 
et j'ai avancé, comme principe fondamental, que Tinfini n'a 
d'autre propriété que d'être impossible. 

Pour montrer l'absurdité de cette nouvelle propriété, trai- 
tons les deux séries comme deux polygones composés de leurs 

six premiers termes. Nous voyons qu'ils diffèrent par le 

i 

terme -, qui est seulement dans le premier, et par le terme 
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i 

— - , qui est seulement dans le second, en sorte que la différence 

1 1 

de leurs sommes est - -f -. 

5 8 

D'une manière générale, si Ton donne On termes aux deux 
polynômes, il y en aura 3n positifs et 3n négatifs dans le pre- 
mier; tandis que le second en aura4n négatifs contre 2n posi- 
tifs. Or, pour que les deux séries soient composées des mêmes 
termes, il faut que dans la seconde il y ait, comme dans la 
première, autant de termes positifs que de termes négatifs, et 
qu'ainsi, pour n inflni, on ait 4n = 2n ou 4 = 2. Quel est 
donc le paysan, même du Danube, auquel vous ferez croire 
qu*il y a un pays où quatre font deux? Et si vous lui dites 
que cela a lieu à l'infini, il pourra vous répondre : Ce pays est 
donc dans le monde renversé, où c'est l'âne qui conduit le 
meunier au moulin? 



PIN. 



93-392. PARIS. — IMPRIMERIE CHARLES BLOT, RUE BLEUE, 7« 



NOTE I. 



Éjtixde appx*orond.le clu. proTblome 

des taxxsentesi. 

Après plus d'un siècle d'eftbris tentés par les plus grands 
géomètres pour démontrer ou. remplacer le principe leih- 
nitzien, sur lequel est fondée la théorie de l'analyse infini- 
tésimale, on en est arrivé, en 1860, à la conclusion que 
M. G. de Freycinet énonce en disant : 

« Par conséquent, on a non seulement le droit, mais encore 
» le devoir de supprimer l'infiniment petit dans les relatiohs, 
» afin de rétablir la réalité des choses. » 

L'évidente absurdité de cette proposition prouve assez 
qu'on n'a rien trouvé de mieux que le principe leibnitzien, 
qui pourtant constitue une proposition évidemment fausse. 

La difficulté à surmonter consistait à découvrir le vrai sens 

de l'expression - que donne le calcul lorsque, après avoir 

trouvé le coefficient angulaire de la sécante à une courbe, on 
en veut déduire celui de la tangente. C'est la solution de 
cette difficulté que nous allons montrer clairement dans 
l'étude approfondie du problème des tangentes. 

Dans cette étude, le coefficient angulaire de la sécante ou 
delà tangente devant revenir souvent, je remplacerai l'ex- 
pression coefficient angulaire par le mot dirigeant, qui est une 
expression plus simple et mieux appropriée à son objet. 

Le problème des tangentes consiste à déduire de l'équation 
d'une courbe, l'équation de sa tangente menée par un point 
donné sur cette courbe. Puisque Ton connaît un point de la 
tangente, il ne reste plus qu'à déterminer sa direction en cal- 

4 
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culaiit Tangle qu'elle fait avec l'axe des x. Mais ce calcul ne 
peut se faire directement; car Talgèbre appliquée à la géomé- 
trie a une marche et un langage qui lui sont propres et qu'il 
faut comprendre. Ainsi, au lieu de vous conduire directement 
au dirigeant de la tangente demandée, elle vous oblige à 
passer d'abord par l'expression générale du dirigeant de la 
sécante menée par le point donné sur la courbe ; et ce qui 
parait étrange, c'est que l'expression la plus générale de ce 
dirigeant se rapporte à la sécante composée d'une seule 
branche terminée au point donné, et non à la sécante com- 
posée des deux branches opposées séparées par ce point. 

Il y a donc deux cas à considérer suivant que la sécante 
est à une ou à deux branches. 

Premier cas, — Si la sécante AB (ûg. 4), qui a une extré- 




5^ \ 




Fig. 4. 



1* M 

ig. 5. 



mité fixe au point A, et rencontre la courbe en un autre 
point M, tourne autour du point fixe, elle devient tangente 
en AT au moment où le point M vient coïncider avec le 
point A, 

Quand elle conJinue à tourner, les deux points restent 
confondus en un seul, que l'on peut appeler son point double ; 
et en tournant autour de ce point double, elle va de la posi* 
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tiôn AT à. son prolongement AT^ en passant par lies positions 
intermédiaires, telles que AB', AD^ 

Si, arrivée en AT^ elle continue à tourner, le point M se 
sépare du point A pour venir en M', où elle rencontre la 
courbe de Tautre côté du point A. 

Maintenant, quelle sera l'expression générale qui donnera 
le dirigeant de cette sécante, dans toutes les' positions qu'elle 
peut prendre en tournant autour de son extrémité A? 

En désignant par a Tabscisse du point A, par h son accrois- 
sement AN, par k Taccroissement MN de l'ordonnée corres- 
pondante, par a Tangle que fait la direction AM avec la direc- 

k 
tion AD parallèle à Taxe OX. on aura tang a = -. 

Dans le cas où Téquation de la courbe est y = x^, on a : 
k =:. (a + h)^ — a^ OMk=z 3a^/i + 3ah} + h^, 
et, par suite : 

k 
Si Ton désigne par r le rapport - ou tang a, on aura : 

h 

r = (3a2 + Sah + M X r- 

/i 

Le lieu représenté par cette équation entre les variables 

r eih (fig. 5) se composant de la parabole r = ^a^ -f- dah -|- h^ 

et de la droite /i = 0, si Ton fait /t = dans 3a^ -f- 3a^ + h^, 

on obtient 3a^, qui représente, en même temps, l'ordonnée 

du point R où la droite coupe la parabole, et la valeur pri- 

k 

mordiale de la fraction -> qui se réduit à - pour h = 0. 

Il 

Si, au lieu de y =2 x^, on prend toute autre équation, Tac- 

croissement k devant toujours s'annuler en même temps que 

l'accroissement /i, on pourra le représenter par H/i, où H est 

une fonction de /i, qui devient Hq quand on y fait /i = 0, en 

sorte qu'on aura r =s — pour l'équation générale qui donnera 
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le dirigeant de la sécante, dans toutes les positions qu'elle 

peut prendre en tournant autour de son extrémité A. 

h 
Le lieu représenté par l'équation r = H X r» entre les 

n 

coordonnées r et /i, se compose de la courbe r = H (fîg. 5) et 
de la droite h = 0. 

L'ordonnée PE du point P qui décrira ce lieu, représen- 
tera, pour toute valeur de /i, le dirigeant de la sécante AB 

(fig. 4). 
Par exemple, si dans le cas ou r := ' — ' , on 

fait /i = 2, on aura r r= 3a* -f 6a 4- 4 pour le dirigeant de la 
sécante menée par les deux points dont les abscisses sont a 
et a -f 2. 

3a2/i -f 3a/i2 -f h^ 



Mais lorsqu'on fera /i = dans le rapport 



k 



il se réduira à -, en prenant ainsi une infinité de valeurs 

pour représenter non pas le dirigeant de la tangente, mais le 
dirigeant de la sécante qui prend successivement une infinité 
de directions en tournant autour de son point double. 

Au moment où le point M vient coïncider avec le point A 
donné sur la courbe y = F(jc) (fig. 4), la sécante AM devient 
tangente en AT avant de tourner autour de son point double, 
de même que le point P arrive en R (fig. 5) avant de décrire 
la droite h = 0. 

Ensuite, pendant que la sécante va de la position AT à la 
position AT', en tournant autour du point double, le point P 
décrit la droite h=: 0, en sorte que dans toutes les positions 
de ce point sur la droite, son ordonnée représente le dirigeant 
<le la sécante dans toutes les positions qu'elle prend autour 
du point double. Tant que le point P est sur la droite /i = 0, 

son ordonnée est représentée par le produit H^ X x» dans 
lequel le facteur - prend toutes les valeurs possibles, en 
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h 

commençant par la valeur 1, puisque le facteur - a la va- 
leur 1 au moment où il se réduit à -. 

Il s'ensuit que la première valeur du produit Hq X tTî ou la 

k 
primordiale du rapport -, est Hq, et représente le dirigeant 

de la tangente menée par le point A donné sur la courbe. 

Le facteur -- ayant l'inconvénient d'être qualifié de forme 

illusoire, dans renseignement classique, remplaçons-le par C^ 
qui ira d'abord d e -f- i à -|- oo , et ensuite de — oo à + 1- 

Ainsi, pendant que la sécante tournant autourdu point dou- 
ble ira de la tangente AT à la position AB' perpendiculaire à 
AD, son dirigeant tanga ira de Hq à -f- ^ » en même temps 
que l'ordonnée du point P, exprimée par ^qC, ira aussi de 
Hj à -f- 00 . 

Quand ensuite la sécante ira de la position AB' à la position 

AD', Tangle a ira de - à tt, et le dirigeant tanga ira de — oo à 

ma 

zéro, en même temps que Tordonnée du point P ira aussi de 
— 00 à zéro. Enfin, au moment où la sécante viendra coïnci- 
der avec AT^ le point P reviendra en R, où alors son ordon- 
née Hq représentera le dirigeant de Aï', comme celui de AT. 
A partir de ce moment, le point M passe en M', de l'autre 
côté du point A, en même temps que le point P, qui a décrit 
la droite /i = 0, quitte le point R pour venir en P', en décri- 
vant Tautre partie de la courbe r = H. 

Second cas. — Si la sécante se compose de deux branches 
opposées AB, AB' (fig. 6) séparées par le point A, elle devien- 
dra toujours tangente au moment où le point M coïncidera 
avec le point A. Mais lorsqu'elle continuera à tourner autour 
du point A> le point M passera immédiatement en M' sur la 
seconde branche AB' qui viendra en AD'^ en sorte que dans le 
second cas la sécante ne tournera plus autour d'un point dou- 
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ble, et ne prendra plus une infinité de directions autour de ce 
point. 

En faisant h = dans l'expression -— , elle se réduit à 



Hj X ^» or ïa première valeur que prend le facteur - étant 

1, la première valeur de l'ex- 
pression Ho X t; 6st H,,, qui 

représente le dirigeant de la 
tangente. 
Les autres valeurs du fac- 


leur - correspondent aux po- 
sitions de la sécanle à une 
branche autour du point 
double, en sorte que le di- 
rigeant de la sécante à 
F»g 6. deux branches est donné 

par le facteur H pour toutes 
les directions que celte sécante peut prendre autour du 
point A. 

Par exemple, si l'on prend y = x^ pour l'équation de la 
courbe, et a pour Tabscisse du point A, le dirigeant de la 

sécante à une branche sera ! ! , tandis que le 

h 

dirigeant de la sécante à deux branches sera 3a^ -f- 3ah -f h^; 
et, dans un cas comme dans Tautre, c'est en faisant h = dans 
l'expression 3a* + ^^^ + ^^^ ^"® ^'^^ obtient 3a* pour le 
dirigeant de la tangente. 




Ptésu.m.é d.e la solixtloir d.ix pr»o"blèiïxo 

des taxigentes. 

Les accroissements des coordonnées d'un point A situé sur 

k 



une courbe étant désignés par h et k, on a immédiatement 



h 
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pour le dirigeant de la sécante à une branche terminée au 
point A. 

k 
Les deux termes du rapport - devenant nuls en même 

h 

temps, on peut le concevoir sous la forme du produit H X r» 

dans lequel le facteur H est fonction de l'accroissement h. 

k 

Le rapport - se réduisant à ^ pour /i = 0, j'appelle pri- 
mordiale de ce rapport la valeur H© que prend le facteur H 
quand on y fait /i = 0. 

h 
Tant que h n'est pas nul, le produit H X r se réduit à H, 

qui représente le dirigeant de la sécante pour toute autre 

h 
valeur de h. Mais pour /i = 0, le produit II X - devient 

/i 

HyXjTfdsiïïs lequel la valeur du facteur -- va d'abord de 

-f- 1 à + 30 > et ensuite de — x à -|- 1 • 

Sa première \*aleur H^ X ^ d" produit Hq X t: se rapporte 

à la tangente, en sorte que le dirigeant de la tangente est la 

k 
primordiale du rapport- des accroissements des coordonnées 

du point A. Les autres valeurs du produit H^ X 77 représentent 

les dirigeants de la sécante, dans les positions qu'elle prend 
successivement en tournant autour de son point double. 

Lorsque la sécante se compose de deux branches opposées 
séparées par le point A, elle devient toujours tangente au 
moment où le second point vient coïncider avec le premier ; 
mais elle ne tourne pas autour du point double, parce que le 
second point se sépare immédiatement du premier, en pas- 
sant de la première branche sur la seconde, en sorte que les 

différentes valeurs (}u rapport - ne se rapportent qu'à lf> 

». \j 
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sécante à une branche pendant qu'elle tourne autour du point 
double. 



Ooiiséq.u.exLoes dLe la vraie solution. 
d-U. problème des tangentes. 

Dans la vraie solution du problème des tangentes il n'est 
nullement question d'infiniment petits. Ils n'ont été imaginés 
que faute de mieux pour sortir de l'impasse où l'on s'est 
trouvé engagé par l'erreur que l'on commet en prenant, poul- 
ie dirigeant delà tangente, le rapport- que le calcul donne 

pour le dirigeant de la sécante à une branche, pendant qu'elle 
tourne autour de son point double. 

Gomme tous les autres, Lagrange commet cette erreur 
lorsqu'il dit : « Un rapport n'offre plus à l'esprit une idée 
» claire et précise aussitôt que ses termes deviennent l'un et 
» l'autre nuls à la fois. » 

Il est pourtant bien clair que le dirigeant d'une droite assu- 
jettie à passer par deux points doit prendre une infinité de 

valeurs en se réduisant à -, lorsqiio les deux points sont con- 



fondus en un seul, et ce n'est pas la faute du calcul si vous 

prenez le rapport - pour le dirigeant de la tangente. 

\j 

Pour ce dirigeant, vous devez prendre la primordiale du 



rapport qui se réduit à -, et elle offre à l'esprit une idée 

claire et précise. 

La vraie solution du problème des tangentes aura donc pour 
effet immédiat de débarrasser l'analyse mathématique de ces 
microbes fantastiques appelés infiniment petits, et par suite 
des principes et des théorèmespar lesquels on prétend démon- 
trer les propriétés des limites de leurs rapports, de leurs som* 
mes, de leurs valeurs principales, etc. 

Dans le système de Leibnitz, où les accroissements dx et dy 
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sont supposés infiniment petits et jamais nuls, le dirigeant de 
la tangente à la courbe y = f{x), ou ce qu'on appelle main- 
tenant la dérivée de la fonction y, se représente par le rap- 

port —, au lieu de se représenter par la primordiale de ce 

dy 
rapport. Il en résulte que les équations ~- = f'{x) et 

dy = p{x) dx ne sont pas rigoureusement exactes. Mais, si cette 
inexactitude ne conduit jamais à de faux résultats, ce n'est pas 
parce qu'elle est compensée par une autre, ou parce que l'er- 
reur est petite ou négligeable. C'est parce que, dans le calcul 
effectué sur ces équations, on ne remplace jamais dx par la 
valeur petite ou grande qu'on lui suppose, en sorte que le ré- 
sultat, qui ne contient plus les différentielles dx et dy, ne peut 
dépendre que de la dérivée f(.\:). Voilà pourquoi il n'y aura pas 

d'inconvénient à désigner par -f- la primordiale même de ce 

rapport. 

De môme, au lieu de voir dans l'expression / f'{x)dx la 

somme d'un nombre infini d'éléments infiniment petits, ou la 
limite de cette somme, on la regardera comme indiquant la 
fonction dontf(x) est la dérivée, en sorte que cette fonction 
dépendra de la dérivée donnée, et non de la valeur petite 
ou grande que Ton attribue mentalement à l'accroisse- 
ment dx. 
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NOTE II. 



Siir* les fausses propriétés de l'Infini. 

Dans la préface de son nouveau traité d'analyse infinitési- 
male, M. Méray dit : « Jusqu'à nos jours, cette immense théo- 
» rie n'a guère vécu que de principes inexacts et de démons- 
» trations sans valeur. » 

Les principes inexacts de Tanalyse consistent ordinairement 
en de fausses propriétés attribuées à Tinftni, et toute démons- 
tration qui s'appuie sur un faux principe est nécessairement 
sans valeur, même lorsque la proposition à démontrer est 
exacte. 

L'infini proprement dit, ou l'infini absolu, n'a d'autre pro- 
priété que d'être impossible. Par exemple, une droite réelle- 
ment infinie serait une droite qui n'aurait plus d'extrémités, 
et il est évident qu'une telle droite est impossible. Si donc je 
désigne par une variable telle que x la longueur d'une droite, 
lorsque je la supposerai infinie, cette hypothèse ne supprimera 
pas les deux bouts de la droite, qui restera nécessairement 
finie, même lorsqu'on la dira infinie. Ce sera un infini relatif. 

Puisqu'une quantité qu'on dit infinie, mais qui ne peut pas 
l'être réellement, se représente par une variable, tout comme 
une quantité finie, la différence qui existera entre une quan- 
tité dite infinie et une quantité très grande, c'est que la varia- 
ble qui représente la quantité infinie ne pourra jamais être 
remplacée par un nombre. 

Les quantités dites infinies restant nécessairement finies, 
elles jouiront des mêmes propriétés que les quantités finies, 
et les variables qui les représentent resteront soumises aux 
mêmes règles de calcul que si elles représentaient des quan- 
tités finies. 
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Par exemple, si Ton désigne par n un nombre infini, on 
pourra y ajouter 4, ce qui donnera n -}- 4 ; on pourra le dou- 
bler, ce qui donnera 2n; l'élever au carré, au cube, ce qui 
donnera n^, n^, etc. 

Quand une quantité désignée par une variable sera dite infi- 
nie, il faudra donc entendre que c'est une quantité finie, mais 
si grande que jamais cette variable ne sera remplacée par un 
nombre. 

D'après cela, toute propriété attribuée à Tinfîni sera réputée 
absurde, si les quantités unies ne jouissent pas de cette pro- 
priété. 

Ainsi, il est absurde de dire qu'une quantité infinie ne peut 
plus augmenter. La quantité qui ne peut plus augmenter 
n'existe pas. Il est donc absurde de dire que deux quantités 
infinies sont égales lorsqu'elles ne difi'èrent que par une quan- 
tité finie, et qu'ainsi pour x = co onax-(-4 = jc. 

Il arrive souvent qu'on a recours à une propriété de l'infini 
lorsqu'on se trouve en présence d'une difficulté qu'on ne peut 
pas résoudre autrement. C'est de cette manière qu'Euclide a 
été conduit à son célèbre postulatum, et Leibnitz à son célè- 
bre principe infinitésimal. 

Quel que soit le côté par lequel on aborde la théorie des 
parallèles, on rencontre fatalement une proposition qu'il est 
impossible de démontrer, et qu'on admet sans démonstration 
sous le nom de postulatum. 

Le postulatum constituant une rupture dans Tenchaînement 
des propositions, Euclide a cru pouvoir l'éviter au moyen 
d'un axiome, qu'on énonce en disant : Une perpendiculaire 
et une oblique à une même droite se rencontrent nécessaire^ 
ment^ quand on les prolonge a l'infini; et pour mettre son 
axiome d'accord avec sa définition, il appelle parallèles deux 
droites qui, prolongées à Vinfini, ne se rencontrent pas, 



Voilà pourtant plus de deux mille ans que la définition et 
l'axiome, absurdes au même degré, sont conservés avec un 
saint respect, comme la base de la théorie des parallèles, sans 
que personne ait jamais dit ce que c'est qu'une droite prolon- 
gée à l'infini. Si elle a encore deux bouts, on peut la prolon- 
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ger infiniment plus loin que Tinfini. Si elle n a plus de bouts, 
il faut dire ce qu'ils sont devenus ; qu'en avez-vous fait? La 
même objection s'applique à la définition des parallèles qui a 
été donnée par les inventeurs de la géométrie non euclidienne. 
Pour eux, les droites n*ont plus d'extrémités, et une droite à 
deux bouts n'est plus une droite, c'est une portion ou un 
segment de droite. Vos droites n'ayant plus de bouts, il faut 
dire où ils sont passés, autrement votre définition ne passera 
pas. Elle serait fausse, si vos droites avaient deux bouts ; mais 
si vous supprimez leurs deux bouts, la définition devient 
absurde, ainsi que les épatants résultats que vous en tirez, en 
disant, par exemple, qu'un triangle qui a ses côtés infiniment 
grands a ses angles infiniment petits. 

Il faut bien convenir que l'illustre Gauss se gausse un peu 
de nous lorsque, pour nous faire croire que Pabsurdité de 
telles propositions n'est qu'apparente, il dit qu'elle est « l'elTet 
» d'une illusion due à l'habitude que nous avons prise de 
» bonne heure de considérer la géométrie euclidienne comme 
» rigoureuse ». 

Autant dire que notre besoin de respirer est l'effet d'une 
illusion due à l'habitude que nous avons prise de bonne heure 
de considérer la respiration comme une nécessité rigoureuse. 

En analyse, encore plus qu'en géométrie, les faux principes, 
et par suite les démonstrations sans valeur viennent de la faci- 
lité avec laquelle on accueille les propriétés attribuées à Tin- 
fini. C'est ainsi que les paradoxes, qu'on regarde comme des 
effets bizarres d'un calcul capricieux, sont le plus souvent des 
résultats absurdes auxquels on est conduit par Tapplication 
d'un faux principe que tout le monde croit exact. 

Dans l'Introduction du Cours cV Analyse de M. Hermite on lit : 

« Le Calcul infinitésimal semble annoncer une étude et une 
» science de l'infini résultant d'un rôle plus étendu de cette 
» notion que dans les éléments. En réalité, le rôle de l'infini 
» dans ces régions élevées des mathématiques est en entier 
» résumé dans un petit nombre de propositions du caractère 
» le plus simple, et telles qu'on pourrait les énoncer et léâ 
» démontrer dès le commencement de la Géométrie. » 
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Les propriétés de l'infini étant absurdes, dans les hautes 
comme dans les basses régions, on ne les démontrera jamais, 
ni au commencement de la géométrie, ni ailleurs. 

Par exemple, quand :x: est infini, on dit qu'on n'a plus le droit 
de diviser par x les deux membres de Tégalité Ajc = B.\: pour 
en conclure A = B. C'est là une proposition qu'on admet, 
mais qu'on ne démontre pas, et pour cause. 

Dans tous les traités on admet que, pour x = oo , on a 

1 

- = 0. Ça se voit, ça ne se démontre pas. C'est là un faux 

principe et le plus désastreux des faux principes de l'analyse. 

1 

Si vous prétendez que pour une valeur de x, calle de - 

peut être nulle, remplacez x par cette valeur. 

1 * 

La différence entre les deux membres de 1 égalité - = 

X 

peut être aussi petite qu'on veut, môme infiniment petite, 
mais jamais nulle. Pour x infini, elle n'a plus l'épaisseur d'un 
microbe. Mais c'est un microbe qui cause les plus grands 
désastres au point de vue de la rigueur mathématique, en 
conduisant les plus forts géomètres aux plus énormes absur- 
dités. 

Pour n'avoir pas à répéter souvent l'énoncé de ce faux prin- 
cipe dans ce qui va suivre, je le désignerai sous le nom de 
microbe . 

L'effet le plus immédiat du microbe est de donner zéro 

1 
pour la réciproque de l'infini, car si — = pour x= x , la 

i 

relation v =- donnera v = pour x = oo , et par suite 

1 1 

X = -; ce qui a conduit à dire que -- est le symbole de l'infini. 

C'est à l'aide du microbe que le célèbre professeur Gérono 
a démontré qu'on n'a plus x = x quand x est infini; mais il 
n'a pas donné le moyen de reconnaître quel est le plus grand 
des deux membres, et de combien il surpasse l'autre. 



» 
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Pour sa démonslralion, il prend Tidentité 

X 1 



.\* — 



1 1 

1+- 1+- 

A* X 



i xi 

Dès que pour x =»,-=: 0, l'identité devient jc — - =-, 

X il 

ou A* — X =1. Gérono en conclut qu'à Tinfini x n'é- 
gale pas X, autrement son identité x — x = i deviendrait 
= 1, ce qui est absurde. 

Voilà dans quel abîme le microbe précipite les géomètres 
les plus renommés. 

L'illustre Gauchy énonce le faux principe en disant : 

1 

€ -- = pour A = « JD , et l'application de ce principe l'a 
A 

souvent conduit à des absurdités que Ton a prises pour de 

belles découvertes. 

Par exemple, c'est au moyen de ce principe qu'il a décou- 
vert les séries convergentes inexactes, et tous les auteurs qui 
sont venus après lui se sont empressés de publier cette absur- 
dité comme une brillante découverte. Yoici en quels termes 
elle est présentée dans le Cours d'Analyse de M. Jordan : 

« Si les séries sont divergentes, elles n'ont aucun sens. 
» Mais Gauchy a signalé ce fait remarquable, que même en 
» étant convergentes les séries peuvent ne pas être égales à la 
» fonction qui leur donne naissance. 

» Gonsidérons à cet effet la fonction e ^. Ses dérivées 
» successives s'annulent toutes pour x = O.Lsl série 

+ + + + 



» prolongée indéfiniment sera donc convergente, tous ses 

» termes étant nuls; mais elle est égale à zéro et non à e ^. 
» Il est donc nécessaire d'étudier le reste Rw et de s'assurer 
» qu'il tend vers zéro quand n augmente indéQniment. » 
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Telle est la fameuse série convergente inexacte qu'il fallait 
découvrir. C'est en la prolongeant indéfiniment qu'elle devient 

convergente, et c'est parce qu'elle n'est pas égale à e 
qu'elle est inexacte. Le reste Rn qui vient après les n pre- 
miers termes, et qu'il est nécessaire d'étudier, que peut-il 
bien être? et où le trouver? Cauchy va peut-être nous le 
montrer et nous dire comment la série fondamentale 

O-fO-fO + O-f- 



engendre toutes les autres séries convergentes inexactes. 

« Pour :c = 0, dit-il, la fonction e s'annule, ainsi que 
» ses dérivées des différents ordres. Il en résulte qu'en appli- 
» quant à cette fonction la formule de Maclaurin, le reste 
» seul paraîtra dans le résultat. » 

Si le reste paraît seul, nous allons le voir. 

« Si donc on n^apas égard au reste, » ajoute-t-il 

Alors, si l'on n'a pas égard au reste, il ne paraîtra pas seul : 

il ne paraîtra même pas du tout, et nous ne le verrons pas. 

Mais Cauchy conclut autrement en disant : « Si donc on n'a 

1 

» pas égard au reste, les deux expressions e^ et e^ + e sont 
» données exactement par la même série. » 

Elles sont domiées exactement par la même série, parce 
qu'il entend qu'un calcul exact peut donner l'absurdité 

1 

e ^'nzO + + 0+0-f-0 + ...; 

1 1 

tandis qu'elle résulte de son faux principe - ==: 0, ou — = 0, 

A. . . 

ce' 

e 

La différence des deux membres ne peut jamais être nulle, 

même lorsqu*on suppose que le dénominateur a une valeur 

infinie. Alors cette différence n'a pas l'épaisseur d'un microbe ; 

mais ce microbe peut conduire aux plus grosses erreurs, 
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comme le prouve Tabsurdité qui fait dire à Cauchy que les 

j^ __ 1 

se se ' 

fonctions e^, e^ -f- e et e^ -f e sont données exactement 
par la même série, en sorte qu'on aurait exactement : 



e^ + e 
e^' + e 



1 

X 



X^ . X^ X* 



1 



— I 4- X' 4^ — I I - U 

^ ^1.2^1.2.3^1.2.3.4^ 



La même série aurait donc trois sommes différentes. Elle 
serait exacte pour l'une, et inexacte pour les deux autres. Un 
vrai phénomène, quoi! Comme qui dirait un serpent à trois 
têtes, dont une naturelle et les deux autres en carton. 

Aussi Cauchy n'a pas manqué de tirer parti du phénomène 
pour tomber Lagrange en disant : « On voit par là combien la 
» condition de convergence est loin d'être suffisante, comme 
» le croyait Lagrange. . . » 

Lagrange le croyait comme les autres avant la découverte 
du phénomène. Mais pour Cauchy il importait surtout de 
tomber Lagrange, un concurrent au titre de premier mathé- 
maticien de l'époque. 

C'est bien injustement qu'on accuse la fonclion e *, ou 
1 



X' 



de donner naissance à la série 

0+0+0+0+0+ 



C'est le microbe qui lui a donné naissance, et quand on 
évitera le microbe, les fonctions donneront naissance à des 
séries exactes. En effet, si je remplace successivement x 

1 1 

par et -, dans la série 









e^ _1 +-^ + 5-2 + 1.2.3 + 1.2.3.4 + 
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j'obtiens 



^- 1 ' 1 * 

^' 1 * 1 * 


1 1 


1.2. 3.:x:» ' l,2.3.4.x^ 
* 1 * 


1 . 2 . 3 . .x» * i . 2 . 3 . 4 . JC» 



De cette manière, les séries convergentes inexactes dispa- 
raissent en même temps que le phénomène à trois têtes. 

Et alors ? 

Alors c'est Lagrange qui tombe Cauchy et compagnie. 

L'exemple qui vient d'être discuté, de même que bien 
d'autres qu'on pourrait citer, montre avec quelle facilité les 
plus forts mathématiciens acceptent les absurdités auxquelles 
ils sont conduits par les fausses propriétés de Tinûni. 



NOTE III. 



Sur* les fausses limites des vax*la1>les. 

Dans la note précédente nous avons donné des exemples 
frappants des absurdités auxquelles les plus forts géomètres 
sont conduits par le faux principe qu'ils énoncent en disant 

que pour jc = oo on a — = 0. Mais l'effet le plus nuisible de ce 

principe est de fausser complètement la théorie des limites. 

On donne la seule définition exacte de la limite d'une 
variable en disant que c'est une quantité fixe dont la variable 
s'approche indéfiniment sans pouvoir V atteindre. 

1 

Par exemple, la variable y = - a pour limite zéro, parce 

X 

qu'elle ne peut jamais égaler zéro. De même la variable 

i 

2/ = 4 H — a pour limite le nombre 4, parce que sa valeur ne 

X 

peut jamais égaler 4. 

1 

Or, si Ton admet que - = pour jc :=: x , la valeur de la 

X • 

1 

variable y =r 4 ^ — sera 4, et elle n'aura plus de limite. 

X 

On va jusqu'à dire que 4 est la vraie valeur de la fonction 
) qui, pour a: = oo , se présente sous la forme — , en 

X QO 

4x + 1 
sorte qu'on appelle vraie valeur de la fraction — ~ — , la seule 

valeur qui ne puisse pas ôtre vraie ; carj si l'on pouvait avoir 

4x 4- 1 

-L — = 4, il en résulterait Tabsurdité 4jc -f- 1 == 4x ou i =ï 0. 
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L'effet du microbe serait donc de supprimer les vraies limi- 
tes des variables, en supprimant leur condition essentielle de 
ne pouvoir être atteintes. 

On ne se contente pas de supprimer les vraies limites des 
variables ; mais on leur en donne de fausses, en appelant 
limites des variables leurs valeurs particulières. 

Ainsi Tauteur d'un grand traité d'analyse écrit : 

« La limite de x^ pour x = 3 est 9 ; elle est atteinte pour 
» X = 3. » 

De celte manière, une variable aurait autant de limites que 
de valeurs particulières. 

La vraie limite a la propriété de ne pouvoir être atteinte, 
tandis que la fausse limite a la propriété de représenter une 
valeur particulière d'une variable. En confondant ces deux 
espèces de limites, on se donne la faculté d'attribuer à Tune 
la propriété qui n'appartient qu'à l'autre; ce qui permet d'esca- 
moter les difficultés qui embarrassent. 

C'est ainsi qu'en écrivant — p = pour x = 0, Cauchy sup- 

c 
pose que la limite de la fonction est atteinte, ce qui lui donne 
le moyen de tomber Lagrange. 

De même lorsque pour déduire la tangente de la sé- 
cante on a reconnu qu'il faut faire /i = dans la fraction 

• — - — ■ , on se trouve bien embarrassé quand on voit 

que le calcul donne -, que Ton appelle une forme illusoire et 

dénuée de sens Alors on donne le nom de limite à la valeur 
particulière qui correspond à /i = 0, ce qui permet d'attribuer 
à cette fausse limite la propriété de ne pouvoir être atteinte, 

et par ce moyen d'éviter la bête noire -. Alors on dit qu'on 

fait tendre h vers zéro, en faisant croire qu'on ne fait pas h = 0. 
Une variable isolée ou indépendante n'a pas de limite, puis- 
qu'on peut lui donner toutes les valeurs que l'on veut. 
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Si deux variables sont liées Tune à Tautre par la relation 
xy = 1, elles ne sont plus indépendantes, et tant que ce 
lien existe, aucune ne peut devenir nulle. 

Ainsi, lorsque la valeur de x est supposée infiniment 

i 

grande, celle de y = - est infiniment petite et non nulle. 

i 

De ce que la limite de x est zéro dans la relation w = - , il 

X 

i 

n'en faut pas conclure que la limite de y est -. C'est là une 

grave erreur, qui s'introduit en algèbre, lorsqu'une inconnue 
se présente sous la forme -. 

Par exemple, demander de résoudre les équations 2x-{-3y = 9 
et 2a: -f- 3y = 4, c'est demander quelles valeurs il faut 
donner à x et y pour que 9 égale 4. Il est évident que la ques- 
tion est absurde et la solution impossible. C'est ce que l'al- 
gèbre vous répond dans un langage qui lui est propre. En vous 

15 

présentant la valeur de :x: sous la forme— , elle vous dit que 

la valeur qu'il faut donner à x pour que 9 égale 4, est le nom- 
bre de zéros qu'il faut prendre pour faire 15. Comme ce nom- 
bre est impossible, il n'est ni petit ni grand, ni fini ni infini. 
Si vous dites que c'est l'infini, vous ne comprenez pas la ré- 

1 

ponse de l'algèbre. La valeur de y = - peut croître sans 

limite, et à cause de cela on peut la dire infinie ; alors sa réci- 

1 

proque - sera dite infiniment petite, mais ne sera jamais zéro. 

1 

Il est parfaitement absurde de dire que- ou l'infini est la 

réciproque de zéro. 

Lorsqu'une fonction est composée d'une quantité finie et 
d'un infiniment petit, c'est en supprimant l'infiniment petit 
que l'on obtient la limite de la fonction. 

Par exemple, si l'on a y = A -\ — - — -. — - et z = 9 — —, 

X^ -f- 1 GT 
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c'est 4 qui est la limite de y, et 9 qui est la limite de z. 
De môme, puisqu'on a identiquement 

X . 1 

X = \ — 



1+^ •^■ + *' 

X 

c'est \ qui est la limite du second membre, et par conséquent 
celle du premier. 
Lorsqu'on demande la limite d'une fonction de .r, telle que 

r = 9 — —, ce ne peut être que pour une valeur infinie 

supposée à x\ car, en remplaçant .x par un nombre fini, on 
aurait la valeur correspondante, et non la limite de z. 

Il en résulte qu'une variable nepeut avoir une limite qu'au- 
tant qu'elle est fonction d'une autre variable supposée infinie. 

Par exemple, si l'on a u z=i\/ x^-\-aX'^b et u = y x^-\-a'x-\-h^, 
on peut demander la limite, mais non la valeur de y = it — v 
pour X = 00 . 

En écrivant u^=^x-\---\-u'^\.-o :=^ vX -|- — -[- u', on a 

CL — o! 

y =2 u — V =^ + ^^' — u', et comme u' et v' sont des 

a — a' 
infiniment petits, il en résulte que la limite de y est — . 

1 

Il est tout à fait faux de dire que la valeur de — - ou de 



:jC 



— est nulle pour x — 0, parce qu'il est impossible d'y faire 

e 

X = 0. 

1 1 

En posant z = -, on a :>c = -, et quand z est infiniment 

grand, x est infiniment petit, mais ne peut pas être nul, et il 

1 1 

en est de même de —7-, ou de —-, en sorle que cest pour 

e - 

X 
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i 

une valeur infinie de z que la limite de la fonction -^ est 

e 

zéro. 

1 
Il s*ensuit que dans la relation \j = —j, on ne peut pas 

faire x =0 sans rompre le lien qui unit y à a:, et qu'ainsi le 

1 

point où la droite x =0 rencontre la courbe y = — ^ n'existe 

X 

e 
pas. 

1 

Si l'on avait Téquation y = — p-, ce serait le point où la 



e 



droite x = 3 rencontre la courbe qui n'existerait pas. 

Je citerai encore une découverte que Cauchy a faite au 

1 
moyen du faux principe -r = pour A = « , et qui a été re- 

produite par tous les auteurs qui sont venus après lui. C'est 
celle que Liouville appelle « Télégante extension que Cauchy 
» a su donner à la règle de l'Hôpital «. 

Lorsqu'une fraction î-)-^ se réduit à - pour :x: = a, et prend 

ainsi une infinité de valeurs, c'est la première de ces valeurs, 

ou la primordiale de la fraction, qu'il importe de connaître. 

Le moyen que donne la règle de l'Hôpital consiste à rem- 

f(x) f (x) 
placer la fraction -~ par -77-7. Mais l'explication de cette 

? (x) ç' (x) 

règle présente la môme difficulté, et donne lieu à la môme 
erreur, que le problème des tangentes. 

x^ — 3.x« — ,x + 3 

x^ — X — 6 
se réduisant à - pour x = 3, peut se mettre sous la forme 

_ {x^ — i) {x — 3) 



Soit, par exemple, la fonction y = * — ^^ — ~P~y Q"^ 
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Le lieu représenté par l'équalion y = - — j — X r se 

X- — 1 
compose de la courbe y = r— -, et de la droite x = 3. 

X -f- 2 

. La fonction y ~ ; — ^ — , en se réduisant à - 

x^ — X — 6 

pour.x =: 3, prend une infinité de valeurs, qui représentent 

les ordonnées des points de la droite. 

x^ — 1 

Lorsque le point qui décrit la courbe y = — r-—- arrive sur 

.X -f- 2 

la droite x = 3, son ordonnée s'obtient en remplaçant x par 3 

x^ 1 8 

dans la fraction , ce qui donne - pour l'ordonnée du 

X "j— Ji o 

point où la droite traverse la courbe, comme pour la primor- 
diale de la fonction donnée, et Ton voit qu'il n*y a pas Tombre 
d'une limite dans la solution de cette question. 

Pour trouver la môme primordiale par la règle de l'Hôpital, 
on remplace le rapport ^ — ^ — j" par celui des déri- 

X A A * • A ' 3.V2 —Qx — i 

vées de ses deux termes; ce qui donne , qui 

' 2.x — i 

devient - quand on y fait x = 3. Mais tout est défectueux dans 
5 

la démonstration classique de cette règle. 

f («) r (a) 



D'abord on formule la règle par la relation 



?(«) ?'(«)' 



8 
qui, appliquée à notre exemple, donne- — -, dont le premier 

u o 

membre est indéterminé, tandis que le second est parfaitement 
déterminé. Ensuite on excuse ce défaut au moyen d'une absur- 
dité en disant que l'indétermination de- n'est qu'apparente, et 

pour démontrer qu'elle n'est qu'apparente, on l'enlève en suppri- 

X 3 

mant le facteur qui se réduit à -. Ainsi, la preuve que 

fT — 3 y * 



I 
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l'indétermination n'était qu'apparente, c'est qu'il n'y en a plui* 

après qu'on Ta enlevée. Alors le rapport - étant censé n'avoir 

qu'une valeur, on l'appelle la vraie, comme si les autres 
n'étaient pas vraies. 

En introduisant les fausses limites partout, on énonce le 
théorème de l'Hôpital au moyen de la formule 

lim -^ = lim -tV-, 

©1(7) 5 l'a) 

() 8 

qui, appliquée à notre exemple, donne lim - = lim -. 

o 

u \vi 
On a identiquement - = — -— , et si les fonctions xi et u 

1 1 

deviennent infinies, Gauchy admet que les fonctions - et - 

u V 

s'annulent en môme, temps, et en appliquant la règle de 



(=). 



Il tt' 



l'Hôpital au rapport -7—-» il obtient - = — -. D'où il conclut 

^ / 1 \ V -o' 

que la règle de l'H^ital s'applique aux fonctions qui se 

X 

réduisent à — , comme aux fonctions qui se réduisent à -. 

X u 

C'est là ce que Liouville appelle « l'élégante extension que 
» Cauchy a su donner à la règle de l'Hôpital ». 
Gauchy démontre ce théorème au moyen de son faux prin- 

cipe— = pour A = x; et comme le théorème est faux, 
A 

on ne pourra jamais le démontrer autrement. Ge qui n'a pas 

empêché les auteurs qui sont venus après lui de démontrer 

que la proposition est vraie dans tous les cas possibles, 

quoique son application ne réussisse sur aucun exemple. 
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Ainsi, d'après la formule - = —, on aurait '— = ^~, ou 

3.V 
X = — pour jc = X . 

i 

C'est ainsi qu'en partant d'une égalité telle que - = 0, 

X 

dont les deux membres ont une différence infiniment petite, 

on arrive à l'égalité x = -^, dont les deux membres ont une 

différence infiniment grande. 

L'abbé Moigno y est «arrivé aussi dans son Calcul différentiel, 
« rédigé d'après les méthodes de Cauchy ». 

Par l'application de la formule - z=: — , il obtient la relation 

X œ 

6 S 

-, dans laquelle .\- est supposé infini. En la mettant 



X 1 

sous la forme e^fx — i) = 0, on voit que la différence des 
deux membres est infiniment grande. 

Cela prouve que la rigueur mathématique n'admet ni petite 
erreur ni quantités négligeables. 

L'élégante extension donnée par Cauchy à la règle de 

00 
THôpital ramène la forme — à - ; on en conclut que la pre- 

mière est, comme la seconde, un symbole d'indétermination. 


Il n'y a en réalité d'autre symbole d'indétermination que -, 

et c'est par suite d'une fausse idée, ou d'un faux principe 



X 



* - - X . x« 



qu'on présente les expressions —, X ^» ^ > * 

X 

comme des symboles d'indétermination. 

2x*^ Ix — f- 1 

Soit, par exemple, la fraction — -^— ; — \ , ^ , dont les deux 

termes deviennent infinis en môme temps que x. Sa limite 

est - et ne présente point d'indétermination. 

1 

Soit encore y = -- V (3x — 2). 

5x 
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C'est en vertu d'un faux principe que l'on admet que le 

1 

facteur ;r' devient zéro en même temps que Fautre 
ox 

devient infini. Leur produit est — ^ , dont la limite ^ n*a 

ox 5. 

rien d'indéterminé ; et il est parfaitement absurde de pré- 
tendre que le produit X ^o peut ôlre autre chose que zéro. 
C'est par l'application du même principe que l'on prétend 
que 1* peut être autre chose que l'unité. Par exemple, la 

1 -j — j est e. Or, pour m = oo , — n'égale pas 

i 

zéro, et i H n'égale pas 1. 

m 

Il est pareillement faux de donner l'expression oo — oo 
comme un symbole d'indétermination. 
Par exemple, si l'on a la fonction 



y =z iXx^ -f- ax^ -\~hx-\-c — Ç'^x^ -{- a'x^ -f- b'x -f- d, 
on dit que pour x = oc elle prend la forme indéterminée 
00 — 00 . Or le convergent du premier radical est x -|- - ; celui 

du second est x -f- •--. Leur différence — - — représente la 

o o 

limite de t/ (voir page 14), et il n'y a pas là Tombre d'une 
indétermination. 

Tous ces symboles d'indétermination, représentés au moyen 
du symbole de l'infini, sont plutôt des symboles de confusion 
et de contradictions. 

On dit bien que le signe » est le symbole de l'infini; mais 
l'infini qu'est-ce que c'est? Personne ne le dit, ce qui permet 
à chacun d'en tirer ce qu'il veut. Par exemple, Cauchy dit : 

« Une quantité variable devient infiniment grande lorsque 
» sa valeur numérique croît indéfiniment de manièreàcoriver- 
» ger vers la limite « . » 

Pour comprendre ce que signifie cette définition, si tant est 
qu'elle signifie quelque chose, il faut admettre que les varia- 
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bîes A, 2A, A^ convergent vers la même limite x , qui est 

1 

atteinte quand t = pour A = » . 

A. 

Je dois en avoir dit assez pour faire voir combien sont dé- 
fectueuses les théories de Cauchy sur l'infini et les limites. 

Quelqu'un a dit que Tinfini était un des instruments habi- 
tuels de Cauchy, et qu'il le maniait avec une dextérité sans 
égale. Il serait peut-être un peu plus juste de dire qu'il le 
maniait avec une dextérité qui n'a d'égale que celle de Robert- 
Houdin à manier la poudre de perlimpinpin. 



NOTE IV. 



Sur» les paradoxes in.atlioiii.atlq.iiesf. 

En mathématiques, le paradoxe est un résultat absurde, 
auquel on est conduit par l'application d'un faux principe 
que tout le monde croit exact. 

Par exemple, Gérono est arrivé à l'absurdité x — x = 1 en 

appliquant à Tidenlité x '■ — - le faux principe 

X X 

que j'ai désigné sous le nom de microbe, et qui consiste à 

supprimer le terme -, que Ton croit nul pour j- = x ; ce qui 

réduit ridenlité à l'absurdité x — a- = 1. 

1 



C'est par Tapplicalion du môme principe à la fonction e 

1 



x^ 



rr'i 



que Cauchy est arrivé à Tabsurdité e ==0-f-04-0-f-0-f---> 
d'où il a tiré sa théorie des séries convergentes inexactes, avec 
laquelle il est allé renverser la théorie de Lagrange, qui 
croyait que toutes les séries convergentes étaient exactes. 

Il résulte de la définition que je donne des paradoxes, et 
que je justifie par des exemples, qu'accuser, comme le fait 
Abel, les séries divergentes d'enfanter une multitude de 
paradoxes, c'est s'accuser soi-même d'enfanter une multitude 
d'absurdités par l'application d'un faux principe, qui consiste 
ordinairement en une fausse propriété de l'infini. 

Toutes les séries étant supposées prolongées à l'infini, on a 
constamment l'occasion d'y appliquer les fausses propriétés 
de l'infini. 
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Ainsi, on dit d'abord : « Vous n'avez pas le droit de traiter 
» les séries comme des polynômes. » C'est comme si Ton 
disait : Vous n'avez pas le droit de traiter les quadrilatères 
comme des polygones. Tous les polynômes ne sont pas des 
séries ; mais toutes les séries sont des polynômes. 

4 1111 1 

Soit le polynôme ^ + 3 + 4 + 5 + 6"^ "** "^ n* ^^"^ '® 

1 

dernier terme est — . 

n 

Tant que n est supposé fini, le polynôme n'est pas une série; 
mais quand n est supposé infini, le polynôme devient une 
série, sans cesser d'être un polynôme, en sorte qu'on peut dire 
que toute série est un polynôme qui a un nombre infini de 
termes. 

Quand on dit que le nombre des termes est infini, il faut 
entendre un infini relatif, puisqu'un nombre réellement infini 
est impossible. 

Il en est d'une série comme d'une droite : elle a nécessaire- 
ment deux bouts. Il serait absurde de supposer qu'une série 
n'a point de bout à l'autre bout. Elle a nécessairement un 
dernier terme ; mais après ce dernier terme on en peut mettre 
d'autres autant qu'on veut. 

Lorsque la série 
1 

— i ,-L jj 4. jr?2 -i_ x3 -U (T* 4- ••.. + X"' 

1 X 

est convergente, le premier membre est la limite du second. 
C'est une vraie limite, une quantité fixe lorsqu'on a remplacé 
X par une valeur particulière, et le second membre est une 
fonction de la variable n supposée infinie. 

Le besoin de confondre la somme d'une série avec sa limite 

1 

se faisant sentir, au lieu de dire que est la limite, on dit 

1 — X 

que c'est la somme de la série. Par cette confusion on donne 

1 

entrée libre au microbe, et Lagrange. prenant la limite 

1 — X 

pour la somme même de la série, dit : 



70 l'analyse infinitésimale 

u Je demande si, toutes les fois que dans une formule algébri- 
» que il se trouvera une série telle que 1 -f- -^ -h ^^ -f- ^^ "f----i 

1 

» on ne sera pas en droit d'y substituer , quoique cette 

» quantité ne soit réellement égale à la somme de là série 
» qu'en supposant le dernier terme a?* nul. » 

Par le dernier terme ar* on voit que Lagrange entend le 
terme après lequel on ne peut plus en mettre, puisqu'il est nul. 

1 1 

Ainsi, en supposant j? = -, le dernier terme serait — . Or, 

1 

admettre que le dernier terme — = 0, c'est introduire le 

microbe, et on ne rencontre aucun géomètre qui cherche à 
réviter. 

Pour qu'un raisonnement soit rigoureux, il faut appeler les 
choses par leurs noms et mettre les points sur les i. Ainsi, dans 
ce qui va suivre, je désignerai par la somme d'une série la 
somme même de ses termes, et par limite de la série la limite 
de cette somme. 

Lorsque vous affirmez qu'une série divergente n'a aucun 
sens, il faut dire que vous parlez d'une série à un seul 
bout. 

Dans ce cas, il en est de môme de la série convergente, 
comme d'une droite et d'un bâton à un seul bout. Ils n'ont 
aucun sens, parce qu'ils n'existent pas. Pour moi, les séries, 
comme les polynômes, comme les droites et les bâtons, auront 
nécessairement deux bouts. 

Soit n le dernier tçrme de la somme 

A = i+2 + 3 + 4 + o + 6+ + n. 

Quand n sera supposé infini, le polynôme deviendra une 
série. Mais, dans un cas comme dans l'autre, la valeur de A 

sera représentée par — — , en sorte que, pour parler 
juste, la série divergente aura une somme égale à ^ — -^ 

m 
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Cette somme peut croître sans limite, et il est absurde de 
dire qu'elle converge vers la limite ao , ou qu'elle tend vers 
l'infini. 
Soient les deux séries divergentes : 

2^3^4^5 • 6 ^"" 

Si elles n'ont pas de bout à l'autre bout, elles ne diffèrent 

1 

que par le terme --, qui est seulement dans la première. Donc, 

1 

en retranchant la première de la seconde, on aura Tabsurdité : 

1111 1 1 

~ 1 "^ 2 "^ G ~^ Ï2 "^ ^ "^ 30 "^ • • • * 

Ce n'est point parce qu'elles sont divergentes que ces deux 
séries ont enfanté ce paradoxe : c'est parce que vous leur 
enlevez l'autre bout. 

En effet, reprenons les deux séries : 

2 + 3 + 4^0^6^" "^ n ' 

Qfi 3 

dont la première se termine au terme —^ et la seconde 

2n— 1 
au terme - 



n 
Tous les termes sont communs aux deux séries, à l'exception 

du terme -> qui n'est que dans la première, et du terme 
1 

, qui n'est que dans la seconde. 

n i 
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En soustrayant la première de la seconde, on obtient l'égalité 
1 2n — I I I f i 1 i 



1 H i 6 li 20 ;iO n II— 1; 

111111 1 

ou 1 = -;i^r:-^r:^-^7Z7. 



n 2 6 12 20 30 n(n — 1)' 



qui est nécessairement une identité. 

Par conséquent, la limite du premier membre étant Tunité, 
c'est aussi celle du second; ce qui fait qu'en prenant la limite 
pour la somme, on écrit Tégalité : 

4 =, 1 ^ 1 -^ 1 -^ 1 ^ 1 -^ 

2 6 12^ 20 30^ '"' 

telle qu'on l'a trouvée à la page 34 en partant de la série har- 
monique. 
Maintenant, soient les deux séries convergentes : 

111111 
^'"î'~2 + 3""4+5~6'^"' 

111111 
^""1 2 4^3 6 8^-" 

Comme on le démontre facilement, on a U ;= 2V, ou 
U — V = V. 

Si les deux séries n'ont pas de bout à l'autre bout, il est 
impossible de montrer dans Tune un terme qui ne soit dans 
Tautre, en sorte que vous êtes obligé d^admettre qu'elles sont 
composéfis des mêmes termes écrits dans un ordre différent. 
C^est ce qui est admis dans tous les traités, et en particulier 
dans celui de Méray; qui dit : u La somme de la première 
» série surpasse celle de la seconde, bien que Tune et Tautre 
» ne diffèrent que par Tordre de succession des termes. » 

Il arrive ainsi que tous les géomètres admettent ce renver. 
sant paradoxe, et croient démontrer qu'on peut faire varier à 
volonté la somme d'une série rien qu'en changeant Tordre de 
ses termes. 

On voit pourtant que la première série n'a qu'un terme 
négatif pour un teg:me positif, tandis que la seconde en a deux. 
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Or, quel est le cocher ou le paysan à qui Ton fera croire qu'en 
mettant continuellement deux chevaux à chaque voiture, il 
arrivera à la fin ou à Tinfini qu'il y aura autant de voitures 
que de chevaux ? 

On peut faire voir clairement que la différence des deux 
sommes U et V vient des termes qui ne leur sont pas com- 
muns. 

Soient les deux sommes : 

4 11111 
A—l. i-i-- — _-4- 

1 23 4^5 6' 

1_1 1 i_i__ A 
""ï 2 4'^3~"6""8* 

1 

Le terme positif - n'est que dans le premier polynôme, de 

5 

1 

même que le terme négatif — - n*est que dans le second^ en 

o 

1 1 

sorte que la différence A — B = - + -. 

5 8 

En prenant maintenant pour À et B les douze premiers 

termes des deux séries, on aura : 

^^11^11, 11 11 , l__l , _L__i_ 

""1 2*^3 4'^5 6*^7 8"*" 9 lo"^ll 12' 

1 1 1 1_1_1 1_J i_ 1 ^_i._± 

""12 4 3 6'~8'^5'~ÏÔ""r2~^7 14 16' 

1 1 

On voit que les deux derniers termes positifs - et -- du pre- 

9 11 

mier polynôme ne sont pas dans le second, de même que 

1 1 

les deux derniers termes négatifs et — r^ du second 

14 16 

ne sont pas dans le premier, en sorte que la différence 

1111 

9^ Il ^ 14^ 16 
Plus généralement si l'on prend pour A et B les 6n pre- 
miers termes des deux séries, les n derniers termes positifs 
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de A ne seront pas dans B, de même que les n derniers termes 
négatifs de B ne seront pas dans A, et cela aussi bien quand 
n étant supposé infini» A et B représenteront les sommes des 
deux séries. 

De cette manière on voit clairement que si la somme A se 
transforme en B» en diminuant de moitié, ce n'est nullement 
parce qu'on change Tordre de ses termes, mais uniquement 
parce qu'on y remplace n termes positifs par n termes négatifs. 

Il faut remarquer que le paradoxe précédent a été tiré de 
deux séries convergentes, et que tous les traités le donnent 
comme une proposition exacte. 

Voici un autre paradoxe tiré des trois séries divergentes 
suivantes ; 

liillill 

®""2^4"^6"^8 "^ÏÔ"^ 12'^i4"^16"^" ' 

1111, J_, AJl_,_1_ 
^"■2^4'^6'^8"^10^12"^14"^16"^'"" 

Il est évident qu'on a A = B = 2C, et B — C = C. 
La série C se composant des termes à dénominateurs pairs, 
si on les supprime dans A, on obtiendra 

1111 

1 o D 7 

Si de cette égalité on retranche la suivante : 

1111 

on obtient 

A p * ^-u* i-j=.* l-i.! 1-4= 

et comme A = B> on aurait Tabsurdité 
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Or, ce n*estpas parce que les séries sont divergentes qu'elles 
ont enfanté le paradoxe, comme dit Abel, c'est parce qu'on ne 
leur accorde qu'un bout; car alors on peut croire qu'il n'est 
aucun terme de G qu'on ne puisse montrer dans A» Mais si on 
réduit les séries à leurs 8 premiers termes, les 4 premiers ter- 
mes seulement de G sont dans A, tandis que les 4 autres n'y 
sont pas, en sorte qu'alors on a : 

i I d 1 1 \ 1 1 

1^3 5^7 10 12 14 16' 

et si de cette égalité on retranche la suivante : 

11111 1 1 1 
2 ^ 4 ^ 6 ^ 8 ^ 10 ^ 12 ^ 14 ^ 16' 
on obtient : 

"~ 1 2 3 4'^5 6"^7 8 ÏÔ~12~~Ï4'~'Î6' 
qu'on peut écrire 

1 1 , 1 1 , 1_1^1 1 ^ 1 ,1,1,1 

1 2 3 4'^5 6'7 8 5'^6'^7'^8* 

ou plus généralement : 

111 1111 11 

z __]__ -1- — 4- •• -t- -L -f- 

1 2^3 "^2n— 1 2n rî+l^n+i 2n— 1^2n 

Gette égalité étant exacte pour toute valeur finie ou infinie 
de n, est une identité. 

Puisque les séries divergentes à deux bouts vous conduisent 
à des identités au lieu de vous enfanter des paradoxes, pour- 
quoi leur enlevez-vous Tuutre bout, en disant qu'elles n'ont 
aucun sens? Comment vous appuierez-vous sur votre bâton, si, 
le tenant par un bout, vous supprimez l'autre bout ? 

La même observation s'applique aux séries convergentes, 
comme on peut le constater encore sur le paradoxe au moyen 
duquel Jean Bernoulli démontre que la série harmonique a 
ses deux moitiés inégales. 
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Pour cela il pose les égalités suivantes : 

• i 1 1 i 1 2 

1+ 2 "^ 4 "^ 8 "^ 16' + ••• T 

1111 1 2 

-4- - + — +— + — + — - 

1.1.1.1.1. 2 



Z -\ _J __j __4- __ _L 

5 ^ 10 20 ^ 40 ^ 80 ^ 



5' 



11111 ^ 

7 ^ 14 ^ 28 ^ 56 ^ 112 ^ • * V 



M 

Ensuite, par l'addition il obtient : 

1111111 9999 

1^2^3^4^5^6^7^ 1^3^5^7^"** 

1 i 1 1 

La moitié du second membre étant -+ -+ - -\- -+ 

1 3 o 7 

elle est aussi la moitié du premier, en sorte qu'il reste 

111 

-+-+-+ ... pour Tautre moitié. Or ces deux moitiés ne 
2 4 o 

sont pas égales, puisque leur différence est 

1 2^3 4^5 6^7 8 ^ * * ' 

Bernoulli en conclut que la série harmonique a ses deux 
moitiés inégales. 

L'impayable Wronski accusait Lagrange de « ravaler les 
^), mathématiques en s'efforçant d'en extirper l'Auguste Inûni, 
» ce principe de leur haute évidence et de leur certitude 
» absolue ». 

L'auguste infini, l'infini absolu, c'est-à-dire le bâton à un 
seul bout, n'est bon qu'à fournir les faux principes nécessaires 
à, la confection des paradoxes. 

Ce qu'il importe de reniarquer, c'est quç l'auteur qui ne 
peut découvrir le défaut du principe qui l'a conduit à une 
évidente absurdité, est obligé de Timputer à toute autre chose. 
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G*est ainsi que dans l'exemple rapporté à la page 34, M. Ber- 
trand étant arrivé à Tabsurdité 0=1, par Tapplication d'un 
faux principe aux séries convergentes qu'il additionne, en 
rejette la faute sur une série divergente qu'il introduit dans 
la question, « Le raisonnement, dit-il, serait cependant 
» irréprochable si la série désignée par S était convergente. 
» On peut donc affirmer qu'elle ne Test pas, et Ton voit en 
)) même temps quelles erreurs peut entraîner l'emploi des 
» séries divergentes. » 

D'après cette théorie dç M. Bertrand, toute série divergente 
aurait la mystérieuse vertu de fausser les plus irréprochables 
raisonnements des plus forts géomètres. C'est encore là une 
épouvantable propriété de l'auguste infini, je veux dire du 
bâton à un seul bout. 

Le plus célèbre paradoxe est celui que présente le problème 
de Saint-Pétersbourg, et il est surtout célèbre par les bêtises 
qu'il a fait dire aux illustres savants qui en ont voulu donner 
l'explication. Tout naturellement c'est encore ici l'auguste 
infini qui enfante le paradoxe; mais il est dissimulé dans 
renoncé, et l'on ne voit pas immédiatement le bout qui man- 
que au bâton. Je vais d'abord montrer comment il faut poser 
le problème pour en extirper l'infini. 

Pierre et Paul jouent à pile ou tète dans les conditions sui- 
vantes : 

Paul jette en l'air quatre pièces numérotées de 1 à 4, et le pluâ 
petit numéro qui présente tète gagne la partie. Si c'est le 
n® 1, Pierre paye 2 francs. Il en paye 4, si c'est le n" 2, 8 si 
c'est le n® 3, et 16 si c est le n« 4. Mais si aucune des quatre 
pièces ne montre tête, c'est Pierre qui gagne, et Ton demande 
combien Paul doit payer. 

Chaque face de la première pièce peut se présenter avec les 

2 faces de la seconde; ce qui fait 4 cas pour 2 pièces, 8 pour 

3 pièces, et 16 pour 4 pièces. 

Sur ces 16 cas il y en a 8 qui gagnent 2 francs, 4 qui en ga- 
gnent 4, 2 qui en gagnent 8, et 1 qui en gagne 16; ce qui fait 
en tout 4 fois 16, ou 64 francs que Paul gagne. Il doit donc 
payer 64 francs pour la seule partie que Pierre gagne* 
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Au lieu de jejer 4 pièces en Tair, Paul peut jeter 4 fois 
la même pièce, et Pierre gagne lorsque dans aucun de ces 
4 coups la pièce ne montre tête. 

Si Paul paye 4 francs pour le droit de jouer une partie, au 
bout de 16 parties, il aura payé d'avance les 64 francs pour la 
partie que Pierre gagne. 

Si la partie se jouait en 8 coups, Paul paierait 8 francs pour 
le droit dé jouer une partie, et quand c'est au huitième coup 
seulement que la pièce montre tête, il gagne 256 francs. 

D'après l'énoncé du problème de Saint-Pétersbourg, Pierre 
ne gagne jamais, parce que la partie se continue jusqu'à ce 
que la pièce montre tète. On ne dit donc pa« en combien de 
coups la partie se jouera, et ce nombre pouvant être infini, on 
en conclut que Paul peut gagner une somme infinie, et 
qu'ainsi il doit payer une somme infinie pour le droit de jouer 
chaque partie ; tandis que Pierre, qui aura encaissé cette 
somme infinie, n'en paiera le plus souvent qu'une petite 
comme 2 ou 4 francs. « D'où vient, demande Laplace, cette 
» différence entre le résultat du calcul et l'indication du sens 
» commun ? » Elle vient de ce que vous appliquez le calcul à la 
résolution d'un problème qui n'a pas le sens commun. C'est 
comme si vous demandieas combien il faut de litres pour rem- 
plir un tonneau sans fond. Pour mettre un fond au tonneau, 
il faut dire d'avance en combien de coups la partie se jouera, 
et ce nombre représentera précisément la somme que Paul 
doit payer pour chaque partie. Mais ce nombre n'étant pas 
donné, on en conclut qu'il peut devenir infini, et que Paul 
doit payer d'avance une somme infinie pour les quelques 
francs qu'ii recevra après la partie. Alors on plaint son mal- 
heureux sort, et on cherche à l'adoucir par toute espèce de 
considérations morales, que l'on soumet à un calcul transcen- 
dant^ dont Laplace donne le résultat en disant : « La fortune 
» de Paul étant primitivement 107 fr. 89, il ne doit prudem- 
» ment risquer à ce jeu que 7 fr. 89, au lieu de la somme infi- 
w nie que le résultat du calcul indique lorsqu'on fait abstrac- 
» tion de toutes considérations morales. » 

Sans tant de considérations morales, ni de si hauts calculs, 
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on voit pourtant bien que Paul jouerait encore plus piHidem- 
ment en ne risquant que trois sous. 

M. Bertrand n'admet pas « cette différence entre le résultat 
du calcul et l'indication du sens commun », ni les considéra- 
tions morales imaginées pour l'expliquer, ni le calcul trans- 
cendant qui réduit une somme infinie à la bagatelle de 
7 fr. 89. 

« Quant au problème de Saint-Pétersbourg, dit-il, il faut 
» approuver absolument et simplement la réponse réputée 
» absurde. Paul possède un million d'écus et les donne à 
» Pierre en échange des promesses convenues. Le placement 
» est aventureux, mais excellent ; l'avantagé infini est réali- 
» sable. Qu'il joue obstinément; il perdra un million de 
;) milliards peut-être ; qu'il ne se rebute pas. Avant la fin des 
» temps certainement son gain sera colossal. » 

Mais s'il est ruiné au bout d'une minute, comment 
pourra-t-il jouer jusqu'à la fin des temps? 

« Qu'il diffère surtout le règlement des comptes. » 

Dans ces conditions, vous pouvez aller jouer à Monaco. En 
arrivant, vous prévenez l'administration que vous avez pour 
principe de différer le règlement des comptes. 

M. Bertrand donne à Paul un autre moyen de ne pas se 
ruiner : c'est de jouer des grains de sable, et au lieu de pré- 
senter un billet de mille, il comptera mille grains de sable. 
Comme il pourrait être gênant d'avoir quelques tombereaux 
de sable dans ses poches, M. Bertrand évite cet inconvénient 
en jouant des molécules d'hydrogène, et alors, au lieu de 
compter mille grains de sable, on comptera mille molécules 
d'hydrogène. 

Pour faire comprendre où est <t la fin des temps », il pouvait 
dire qu'elle est à l'autre bout d'un bâton à un seul bout. Il a 
préféré dire qu'elle n'arrivera qu'au bout du temps qu'il 
faudra à une fourmi pour transporter le mont Blanc dans les 
plaines de la Suisse. 

« Une fourmi transporte un grain de poussière de la cime 
» du mont Blanc dans la plaine, retourne sur la hauteur, des- 
» cend une nouvelle charge, et recommence toujours. Après 
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» combien de voyages aura-t-elle comblé les vallées et nivelé 
» la chaîne des Alpes?... 

» Paul est un imprudent ; il est aussi certain pourtant de 
» ruiner Pierre que la fourmi de niveler la Suisse. » 

Après avoir donné le moyen de retarder la ruine de Paul, 
en lui faisant jouer des grains de sable ou des molécules d'hy- 
drogène, M. Bertrand imagine une machine qui Taccélère 
d*une manière foudroyante, en lui faisant perdre d'abord 
« une centaine de millions par seconde. Il n'en ferait pas 
» moins, après quelques millions de milliards de siècles, un 
» bénéfice colossal ». 

(( Je me croirai en droit, a dit d'Alembert, de regarder mes 
» principes comme aussi bons que les principes reçus, tant 
» qu'on ne donnera pas, d'après ces derniers principes, une 
» solution nette et satisfaisante du problème très clair et très 
» simple proposé dans le tome V des Mémoireê de Pétersbourg, 
» Je connais, jusqu'à présent, cinq ou six solutions au moins 
» de ce problème, dont pas une ne s'accorde avecles autres, 
» et dont aucune ne me paraît satisfaisante. » 

L'énoncé du problème est même trop simple : il y manque 
une condition essentielle, et c'est pour cela que la solution 
ne sera jamais satisfaisante. Il faut dire d'avance en combien 
de coups la partie se jouera. Si c'est en 3 coups, Paul doit 
payer 3 francs le droit de jouer cette partie, et Pierre doit 
mettre 8 francs sur table, pour le cas où il perdrait au troisième 
coup. Nous voilà loin du bénéfice colossal réalisable après 
quelques millions de milliards de siècles. 

Conclusion générale. En a-t-il fait dire des bêtises, 
l'auguste infini? Et encore je n'ai montré que le commen- 
cement. 
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